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1.ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Ο Πωλ Χάλµος (PAUL HALMOS) σε ένα άρθρο του, στο γνωστό
µαθηµατικό περιοδικό: «THE AMERICAN MATHEMATICAL MONTHLY» 

(τόµος 87,  αριθµός 7) γράφει: « Η καρδιά των Μαθηµατικών είναι τα 

προβλήµατα και οι λύσεις, και ο κύριος λόγος ύπαρξης του µαθηµατικού είναι να 

λύνει προβλήµατα». Βέβαια, για να λύση ένας ένα πρόβληµα, πρώτα απ' όλα θα 

πρέπει να γνωρίζει πολύ καλά τη θεωρία στην οποία αναφέρεται το πρόβληµα. Μετά, 

θα πρέπει να ξέρει πως θα εργασθεί για να λύσει το πρόβληµα. ∆εν εννοώ υποδείξεις 
του τύπου: «κατανόησε το πρόβληµα», «να έχεις στο µυαλό σου συνεχώς τα 

δεδοµένα και τα ζητούµενα» κ.τ.λ. Πάνω σε αυτά ο POLYA, λίγο πριν από τα µέσα 

του περασµένου αιώνα (το 1944), είχε γράψει ένα ολόκληρο βιβλίο µε τίτλο: «Πώς να 

το λύσω». Αλλά ο ίδιος στο βιβλίο του αυτό (σελίδα 22, εκδόσεις Σπηλιώτη) γράφει: 
«Οι υποδείξεις αυτές είναι φυσικές, απλές, προφανείς και βασίζονται στην κοινή 

λογική και ένας, που ενδιαφέρεται σοβαρά να λύσει ένα πρόβληµα, αυτά 

οπωσδήποτε θα τα σκεφτεί µόνος του, χωρίς καµία συµβουλή». Με αυτά δεν θέλω 

να πω ότι το βιβλίο αυτό του POLYA είναι άχρηστο. Αντίθετα, το συνιστώ 

ανεπιφύλακτα, γιατί γράφει πολύ χρήσιµα πράγµατα. Γράφει επίσης και µερικές 
αλήθειες τις οποίες συνήθως τις λέµε χαµηλόφωνα. Για παράδειγµα στη σελίδα 144 

γράφει: «Οι κανόνες διδασκαλίας είναι δύο: 

♦♦♦♦ Ο πρώτος κανόνας είναι να γνωρίζετε εκείνο που πρόκειται να διδάξετε.

♦♦♦♦ Ο δεύτερος  κανόνας είναι  να  γνωρίζετε λίγο  περισσότερα  από εκείνα

 που πρόκειται να διδάξετε». 

Συµφωνώ απόλυτα, γιατί όλα τα άλλα θα έλθουν µόνα τους. Είναι ανάγκη να 

µου πει κάποιος ότι πρέπει να γράφω το πρόβληµα στο πίνακα και µετά να κάνω 

ερωτήσεις στους µαθητές; Ότι οι µαθητές πρέπει να αυτενεργούν; Ότι δεν πρέπει να 

αποπαίρνω τους µαθητές όταν µου κάνουν ερωτήσεις; Το θέµα είναι τι γίνεται όταν 

δεν ξέρω την απάντηση. 

Τέλος πάντων, εγώ όταν λέω να ξέρει ένας πώς να εργασθεί για να λύσει  ένα 

πρόβληµα, εννοώ τους τρόπους και τις µεθόδους που  προκύπτουν από τους  νόµους 

και τους κανόνες της µαθηµατικής λογικής, η οποία πολλές φορές  δεν συµπίπτει  µε 

την κοινή λογική.   

• Στα προβλήµατα των µαθηµατικών συνήθως ή ζητάµε να αποδείξουµε µια
πρόταση ή ζητάµε να βρούµε ένα ή περισσότερα µαθηµατικά αντικείµενα  (αριθµούς, 

διανύσµατα, συναρτήσεις κτλ.). 

Οι ασκήσεις που  αναφέρουµε στη συνέχεια προσπαθήσαµε να είναι απλές, 

γιατί δεν θέλουµε να επικεντρωθεί η προσοχή µας στα τεχνάσµατα , αλλά στις 

µεθόδους  λύσης. 
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2. ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΠΡΟΤΑΣΗΣ

2.1. Η έννοια της απόδειξης τα µαθηµατικά 

Σε µια Μαθηµατική Θεωρία όταν λέµε ότι θα αποδείξουµε µια πρόταση q, 

εννοούµε ότι: από τα αξιώµατα της θεωρίας και µε τη βοήθεια των νόµων και των 

κανόνων της Μαθηµατικής Λογικής, θα συµπεράνουµε την αλήθεια της q. Mε άλλα 

λόγια, εννοούµε ότι: αν 1 2 νp  , p , ... , p είναι τα αξιώµατα της θεωρίας, θα 

συµπεράνουµε την αλήθεια της συνεπαγωγής: 

1 2 ν(p  και p και ... και p ) q⇒ .

Και επειδή το πρώτο µέλος είναι µια πρόταση αληθής, µε βάση τον κανόνα 

αποσπάσεως, συµπεράνουµε την αλήθεια της q. Υπενθυµίζουµε τον κανόνα 

αποσπάσεως: 

 Κανόνας αποσπάσεως  Προσοχή! 

p ⇒ q      α p ⇒ q  α 

p              α  q  α 

q  α  p; 

Συνήθως, στην απόδειξη µιας πρότασης δεν χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε 

όλα τα αξιώµατα της θεωρίας. Επίσης, για τη συντόµευση των αποδείξεων, 

χρησιµοποιούµε σ' αυτές και άλλες προτάσεις (εκτός από τα αξιώµατα) που έχουν 

αποδειχθεί προηγουµένως (προηγούµενα θεωρήµατα). 

Για να αποδείξουµε  µια πρόταση ω εργαζόµαστε συνήθως µε έναν από τους 

παρακάτω τρόπους. 

2.2. Μέθοδος των συνεπαγωγών   

Κατασκευάζουµε µία πεπερασµένη διαδοχή αληθών  προτάσεων της µορφής: 

p ⇒ q, q ⇒ r, …,t ⇒ u, u ⇒ ω,

ή συντοµότερα: 

p ⇒ q⇒ r⇒…⇒ t ⇒ u⇒ ω,                      (1)

όπου p είναι µια αληθής πρόταση της θεωρίας ( αξίωµα ή θεώρηµα ή υπόθεση). Τότε, 

η πρόταση p ⇒ ω είναι αληθής (κανόνας υποθετικού συλλογισµού) και επειδή η p

είναι αληθής και η ω είναι αληθής (κανόνας αποσπάσεως). 

Με άλλα λόγια: 

♦ Ξεκινάµε από µια αληθή πρόταση p και µε συνεπαγωγές (⇒⇒⇒⇒)

 φθάνουµε  στην ω. 
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Παράδειγµα 1. Για ένα αριθµό ∈α R , ισχύουν: ≤-3 α < 2.  Να δείξετε ότι:

2α + 3 < 7.

Λύση. Έχουµε: 

3 2 6 2 4 3 2 3 7 7 2 3 7 2 3 7.α α α α α− ≤ < ⇒ − ≤ < ⇒ − ≤ + < ⇒ − < + < ⇒ + <

Παράδειγµα 2. Για δύο πραγµατικούς αριθµούς α και β, να δείξετε ότι: 

 ≥2 2α +β 2αβ . 

Λύση. Έχουµε: 

2 2 2 2 2( ) 0 2 0 2α β α β αβ α β αβ− ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ + ≥ .

2.3. Μέθοδος του «αρκεί»  

Πολλές φορές, η έναρξη της απόδειξης µιας πρότασης ω µε συνεπαγωγές δεν 

είναι εύκολη, γιατί δεν είναι εύκολο να βρούµε από ποια αληθή πρόταση p πρέπει να 

ξεκινήσουµε. Τότε, συνήθως, επιχειρούµε την κατασκευή της διαδοχής των 

συνεπαγωγών (1) της § 2.2 αρχίζοντας από το τέλος, δηλαδή από την αποδεικτέα 

πρόταση ω. Τότε λέµε: 

Για να αποδείξουµε την ω, 

αρκεί να αποδείξουµε  την u ( εννοούµε  u ⇒ ω),

αρκεί να αποδείξουµε την t   ( εννοούµε t ⇒ u ),

 κ.ο.κ. 

Προχωρούµε κατ’ αυτόν τον τρόπο έως ότου φθάσουµε σε µια αληθή 

πρόταση p της θεωρίας. Tότε έχουµε: 

 ω   αρκεί  u  αρκεί  t ,…, αρκεί  p, 

δηλαδή: 

ω ⇐  u ⇐  t ⇐…⇐p.                                 (1)

Η διαδοχή αυτή είναι η διαδοχή (1) της προηγούµενες παραγράφου γραµµένη 

από το τέλος. 

 Με άλλα λόγια: 

♦ Ξεκινάµε από την αποδεικτέα πρόταση ω και µε αρκεί (⇐ ) φθάνουµε

     σε  µια αληθή πρόταση p. 

 Παράδειγµα 1. Για τους πραγµατικούς αριθµούς α, β και γ ισχύει:α+β+γ=1. Να 

     δείξετε ότι: 1+2 2 2α +β + 2(αβ + γ) = γ . 

Λύση. Για να δείξουµε τη ζητούµενη η ισότητα, αρκεί να δείξουµε ότι: 

2 2 22 2 1α β αβ γ γ+ + + = + , αρκεί: 2 2 22 1 2α β αβ γ γ+ + = + − ,
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αρκεί: 2 2( ) (1 )α β γ+ = − , αρκεί: α+β=1-γ, αρκεί: α+β+γ=1, ισχύει.

Παράδειγµα 2. Για δύο πραγµατικούς αριθµούς α και β να δείξετε ότι: 

 ≥2 2α +β 2αβ .

Λύση. Για να δείξουµε τη ζητούµενη σχέση, αρκεί να δείξουµε ότι: 

2 2 2 0α β αβ+ − ≥ , αρκεί: 2( ) 0α β− ≥ , ισχύει.

2.4. Παρατηρήσεις  

α) Στην απόδειξη της ω µε συνεπαγωγές, όπως και στην απόδειξη µε τη µέθοδο του 

«αρκεί», δεν χρησιµοποιήθηκε καµία από τις αντίστροφες συνεπαγωγές , δηλαδή από 

 τις συνεπαγωγές: 

ω ⇒ u ⇒ t ⇒ …⇒ r ⇒ q ⇒ p.                             (1)

Έτσι λοιπόν δεν µας ενδιαφέρει αν οι συνεπαγωγές αυτές ισχύουν ή όχι, αφού δεν 

έχουν καµία σχέση µε την κατασκευαζόµενη  απόδειξη της ω. 

Και εάν µία ή περισσότερες από αυτές τις αντίστρεφες συνεπαγωγές  ισχύουν, 

τότε δεν θα το σηµειώσουµε στη διαδοχή (1) της §2.3 ή στη διαδοχή (1) της §2.2; 

Όχι, γιατί σκοπός µας δεν είναι να αναφέρουµε όλα όσα ισχύουν στα 

Μαθηµατικά, άλλα από αυτά που ισχύουν, εκείνα που χρειάζονται για να 

κάνουµε την απόδειξη της ω. ∆ιαφορετικά θα έπρεπε να αναφέρουµε και το 

θεώρηµα του Πυθαγόρα! (και όχι µόνο), γιατί η σχέση του µε την κατασκευαζόµενη 

απόδειξη της ω δεν διαφέρει από εκείνη των αντίστροφων αυτών συνεπαγωγών (και 

στις δύο περιπτώσεις ισχύουν, αλλά δεν χρησιµοποιούνται στην απόδειξη). 

β) Αν, ξεκινώντας από την  αποδεικτέα πρόταση ω και προχωρώντας µε «αρκεί» 

φθάσουµε σε µια ψευδή πρόταση p, τότε δεν µπορούµε να συµπεράνουµε τίποτα για 

την αλήθεια της ω. 

Και τι θα κάναµε τότε; Θα επαναλάβουµε την προσπάθειά µας µε άλλες 

προτάσεις, οι οποίες ενδεχοµένως να µας οδηγήσουν, µε «αρκεί», σε µια αληθή 

πρόταση p. 

γ) Όταν θέλουµε να αποδείξουµε µια πρόταση ω είναι λάθος να λέµε: 

« Έστω ότι η  ω  ισχύει» (τότε δεν έχουµε να αποδείξουµε τίποτα!) και µετά  

(µε συνεπαγωγές)  να φθάνουµε σε  µια αληθή  πρόταση p (παραπάνω διαδοχή (1)) 

και στη συνέχεια να λέµε: « άρα, η ω ισχύει», γιατί η ω υποθέσαµε ότι  ισχύει 

(φαύλος κύκλος). 

Ακριβέστερα , τότε , θα έχουµε αποδείξει την αλήθεια των προτάσεων: ω⇒p

και p, από τις οποίες συµπεραίνουµε  την αλήθεια της ω, που, όπως είδαµε παραπάνω 
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(§ 2.1), είναι λάθος. Έτσι λοιπόν ,τότε ,όχι µόνον δεν έχουµε αποδείξει την αλήθεια 

της ω, αλλά  οι συνεπαγωγές αυτές δεν έχουν καµία σχέση µε την απόδειξη της ω 

(αν αυτή είναι αληθής) . 

Παράδειγµα. Για δύο πραγµατικούς αριθµούς α και β να δείξετε ότι: 

                                                       ≥2 2α +β 2αβ .                   (2) 

 Λάθος λύση. Έστω ότι η (2) ισχύει (τότε τι θα αποδείξουµε;). Έχουµε: 

                     2 2 2(2) 2 0 ( ) 0α β αβ α β⇒ + − ≥ ⇒ − ≥ , αληθής . 

         Άρα η (2) ισχύει !!!. ∆ηλαδή, αποδείξαµε κάτι που έχουµε υποθέσει ότι ισχύει.     

Σηµείωση . Κάποιος ισχυρίζεται ότι για δύο οποιουσδήποτε πραγµατικούς   

                     αριθµούς α και β ισχύει:  α=β. 

 Η απόδειξη που έκανε είναι η εξής: Έστω ότι ισχύει α=β. Τότε: 

      2α = 2β ⇒ α-β = β-α ⇒ ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2α β β α α β αβ β α βα− = − ⇒ + − = + − , 

αληθής. Άρα απεδείχθη ότι α=β, για κάθε , !!!α β ∈�  (απέδειξε την αλήθεια των 

προτάσεων: p⇒q και q και συνεπέρανε την αλήθεια της p!!!, §2.1). 

δ) Αν, ξεκινώντας από την αποδεικτέα πρόταση ω και προχωρώντας µε (αληθείς) 

ισοδυναµίες φθάσουµε σε µια αληθή πρόταση p, δηλαδή: 

                               ω ⇔ u ⇔ t ⇔…⇔ r ⇔ q ⇔p                           (3) 

τότε δεν θα έχουµε αποδείξει την ω; Ναι, αλλά αν ένας έγραφε ενδιάµεσα το 

θεώρηµα του Πυθαγόρα, ασφαλώς θα το διαγράφατε, όχι γιατί δεν ισχύει, αλλά 

γιατί είναι άσχετο µε την απόδειξη της ω. Για τον ίδιο λόγο θα πρέπει να 

διαγράψετε και όλες τις συνεπαγωγές που οδηγούν από την ω στην p, δηλαδή τις 

συνεπαγωγές: 

                                 ω ⇒ u ⇒ t ⇒ …⇒ r ⇒ q ⇒ p                          (4)  

αφού, αν και είναι αληθείς, είναι άσχετες µε την απόδειξη της ω που 

κατασκευάζουµε. Η απόδειξη της ω είναι η διαδοχή: 

                                  ω ⇐  u ⇐  t ⇐…⇐  r ⇐  q  ⇐  p                  (5) 

όπου p αληθής . 

 Το χειρότερο είναι , όταν, για να αποδείξει ένας την ω , προσπαθεί να 

κατασκευάσει τη διαδοχή των ισοδυναµιών  (3) και συµβεί οι συνεπαγωγές (5) (που 

αποτελούν την απόδειξη της ω) να ισχύουν και µία τουλάχιστον από τις 

συνεπαγωγές (4) ( που είναι άσχετες µε την απόδειξη της ω ) δεν ισχύει. Τότε, 

χωρίς λόγο, δεν θα κάνει την απόδειξη της ω.  
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Παράδειγµα. Για δύο πραγµατικούς αριθµούς α και β να δείξετε ότι: 

 ≥2 2α +β 2αβ . 

Λάθος λύση. Έχουµε: 
2 2 2 2 22 2 0 ( ) 0α β αβ α β αβ α β+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥ .

Και επειδή η τελευταία σχέση είναι αληθής, η ζητούµενη σχέση ισχύει. 

• Οι συνεπαγωγές:

2 2 2 2 22 2 0 ( ) 0α β αβ α β αβ α β+ ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ − ≥ ,

είναι αληθείς, αλλά δεν έχουν καµία σχέση µε την απόδειξη της ζητούµενης σχέσης. 

Αν τις γράψαµε µόνο και µόνο επειδή ισχύουν, τότε, όπως είπαµε και παραπάνω, θα 

έπρεπε να γράψουµε και το θεώρηµα του Πυθαγόρα και όλα τα αλλά θεωρήµατα που 

ισχύουν στα µαθηµατικά 

2.5. Mέθοδος της εις «άτοπο απαγωγής»  

♦Ξεκινάµε από την ω  (όχι ω) και µε συνεπαγωγές ( ⇒⇒⇒⇒ ) φθάνουµε σ΄ένα

     άτοπο. 

Έτσι η ω  είναι ψευδείς και άρα η ω είναι αληθής.

Στην πράξη λέµε: « Έστω ότι η ω δεν ισχύει». Τότε θα ισχύει η ω . Και µε

συνεπαγωγές φθάνουµε σε άτοπο. 

• Βλέπουµε πόσο σηµαντικό είναι να ξέρουµε να σχηµατίσουµε την άρνηση

µιας πρότασης.

Παράδειγµα. Θεωρούµε δύο πραγµατικούς αριθµούς α και β µε αβ≠≠≠≠0. Να δείξετε

 ότι ένας τουλάχιστον από τους αριθµούς 
2α

β
 και 

β

3α
 είναι 

 µικρότερος από το 1. 

Λύση. Θέλουµε να δείξουµε την πρόταση: 
2α β

<1 ή <1
β 3α

 
 
 

. Έστω ότι η πρόταση 

αυτή δεν είναι αληθής. Τότε θα είναι αληθής η άρνησή της, που είναι: 

2α β
1 και 1

β 3α

 
≥ ≥ 

 
. 

Έτσι θα έχουµε: 

2 2
1 1 2 3

3 3

α β
β α

⋅ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ , άτοπο.

Άρα, η πρόταση που θέλουµε να δείξουµε ισχύει. 
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2.6. Απόδειξη συνεπαγωγής 

 Έστω ότι έχουµε να αποδείξουµε µια συνεπαγωγή: 

                     «Αν p τότε q », συµβολικά: p ⇒ q. 

p q p ⇒ q 

α α α 

α ψ ψ 

ψ α α 

        Στην περίπτωση αυτή δεν έχουµε να 

αποδείξουµε την αλήθεια της p, ούτε την αλήθεια 

της q, αλλά την αλήθεια της πρότασης: p ⇒ q. 

       Από τον ορισµό της συνεπαγωγής   

( διπλανός πίνακας), έχουµε: ψ ψ α 

••••  Αν η p είναι ψευδής, τότε η συνεπαγωγή p ⇒ q είναι αληθής. 

••••  Αν η p είναι αληθής, τότε η συνεπαγωγή p ⇒ q είναι αληθής, µόνο όταν και η q    

    είναι αληθής ( πρώτη γραµµή στον παραπάνω πίνακα). 

     Έτσι, αν η p είναι αληθής, αρκεί να δείξουµε ότι και η q είναι αληθής. 

 Στην πράξη υποθέτουµε ότι η p είναι αληθής και δείχνουµε την αλήθεια της q. 

Την περίπτωση που η p είναι ψευδής δεν την αναφέρουµε καθόλου, όχι γιατί δεν 

χρειάζεται, αλλά γιατί υποτίθεται ότι όλοι γνωρίζουν ότι τότε η p ⇒ q είναι αληθής. 

Παράδειγµα.  Για κάθε πραγµατικό αριθµό ≠α 0,  να δείξετε ότι:  

                            αν 
3

2α + = 4
α

, τότε 
 
 
 

2

2 3
α + = 1

2α
 . 

Λύση. Έχουµε: 

    

2

2 2

2 2

3 3 9 3 9
2 4 2 16 4 2.2 . 16 4 12 16α α α α α

α α α α α
 + = ⇒ + = ⇒ + + = ⇒ + + = 
 

 

                         

2

2 2 2

2 2

9 9 3
4 4 1 1.

4 2
α α α

α α α
 ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = 
 

 

Άλλος τρόπος. Θα αποδείξουµε ότι η υπόθεση είναι ψευδής, οπότε η συνεπαγωγή    

είναι αληθής. Πράγµατι, για κάθε πραγµατικό αριθµό α≠0, έχουµε: 

        2 2 23 3 1
2 4 2 4 3 0 2 0 2 1 0

2 2
α α α α α α α

α
+ = ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ − + + = ⇒  

                                             ( )2 1
1 0

2
α⇒ − + = , άτοπο. 

Σηµείωση. Θέµα µε ψευδή υπόθεση είχε τεθεί το1947 στις  Εισαγωγικές Εξετάσεις 

της Μαθηµατικής Σχολής(όπως λεγόταν τότε) του Πανεπιστηµίου Αθηνών 

(Τριγωνοµετρία, άσκηση 1
η
 ), καθώς και το1997 στις Γενικές Εξετάσεις της 1

ης
  

∆έσµης (θέµα3Β). 
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2.7. Μέθοδος της αντιστροφοαντιθέτου προτάσεως 

Οι συνεπαγωγές: 

p q⇒   και  q ⇒ p

ονοµάζονται αντιστροφοαντίθετες. Ισχύει: 

( p q⇒ )  ⇔  ( q ⇒ p )  (αντιστροφοαντίθετος νόµος) 

Έτσι, για να δείξουµε µία συνεπαγωγή p q⇒  , αρκεί να δείξουµε την q ⇒ p ,

η οποία µερικές φορές είναι ευκολότερη από εκείνη της p q⇒ .

Παράδειγµα.  Με a∈�  να δείξετε ότι:

( ) ( )⇒2α  περιττός α περιττός . 

Λύση. Αρκεί να δείξουµε ότι: 

όχι ( )α περιττός ⇒  όχι ( )2α περιττός ,

δηλαδή ότι: 

( ) ( )2α άρτιος α  άρτιος⇒ .

Η συνέχεια είναι απλή. 

2.8. Απόδειξη  ισοδυναµίας: p⇔⇔⇔⇔q

1
ος

 τρόπος. ∆είχνουµε ότι: p ⇒ q και q ⇒ p.

2
ος

 τρόπος. Κατασκευάζουµε µια διαδοχή (αληθών) ισοδυναµιών της µορφής:

p ⇔ r ⇔ t ⇔…u ⇔ q   ή   q ⇔ u ⇔…⇔ r ⇔ p.

3
ος

 τρόπος. ∆είχνουµε ότι: p ⇔ r και q ⇔ r.

2.9. Απόδειξη προτάσεων της µορφής: «Για κάθε ∈x Ω,p(x)»

Έστω ότι  έχουµε να αποδείξουµε µια πρόταση της παραπάνω µορφής. 

Συµβολικά: , ( )x p x∀ ∈Ω , όπου p(x) είναι ένας προτασιακός  τύπος ορισµένες επί του

συνόλου Ω. Τότε: 

♦Θεωρούµε ένα (τυχαίο, όχι συγκεκριµένο) στοιχείο ξ του Ω και

δείχνουµε ότι η πρόταση p(ξ) είναι αληθής. 

 Συνήθως, αντί για το γράµµα ξ χρησιµοποιούµε πάλι το γράµµα x και 

αρχίζουµε την απόδειξη λέγοντας: 

• «Έστω ένα x∈Ω ». Τότε κτλ. φθάνουµε στην αλήθεια της p(x).

— Ειδικά όταν έχουµε να αποδείξουµε µία πρόταση της µορφής: 

 «Για κάθε φυσικό αριθµό 0 0( ), ( )pν ν ν ν≥ ∈� », µπορούµε να εφαρµόσουµε και

τη γνωστή µέθοδο της τέλειας επαγωγής. 
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— Είναι φανερό ότι για να αποδείξουµε ότι µία πρόταση της παραπάνω µορφής: 

« , ( )x p x∀ ∈Ω » δεν ισχύει (δεν είναι αληθής), αρκεί να βρούµε µια τιµή x=ξ (ξ∈Ω)

,για την οποία η πρόταση p(ξ) δεν ισχύει (δεν είναι αληθής). Μια τέτοια τιµή του x 

λέγεται και ένα αντιπαράδειγµα για την πρόταση « , ( )x p x∀ ∈Ω  ».

— Στο σηµείο αυτό θα ήθελα να επισηµάνω ένα παραλογισµό που τον ακούµε συχνά 

από την τηλεόραση, το ραδιόφωνο και όχι µόνο. Σε συζητήσεις, µεταξύ σοβαρών 

κατά τ’ άλλα ανθρώπων, θα έχετε ακούσει κάποιος να ισχυρίζεται ότι ισχύει κάτι 

γενικό, δηλαδή ότι ισχύει µία πρόταση της µορφής: « , ( )x p x∀ ∈Ω  ». Ένας άλλος να

βρίσκει ένα παράδειγµα που δεν ισχύει και ο πρώτος να απαντά: «αυτό είναι µια 

εξαίρεση που επιβεβαιώνει τον κανόνα!!!». Μεγαλύτερος παραλογισµός δεν υπάρχει, 

αφού µία εξαίρεση (ένα αντιπαράδειγµα), όπως είδαµε παραπάνω, είναι αρκετή για 

να αναιρέσει (και όχι να επιβεβαιώσει) ένα υποψήφιο κανόνα (ένα γενικό ισχυρισµό). 

3. ΕΥΡΕΣΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΥ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟΥ

Όταν σ’ ένα πρόβληµα ζητάµε να βρούµε ένα µαθηµατικό αντικείµενο, 

εργαζόµαστε συνήθως µε έναν από τους παρακάτω δύο τρόπους. 

3.1. Μέθοδος των ισοδυναµιών 

♦Βρίσκουµε τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες που οφείλει να πληροί το

ζητούµενο αντικείµενο και µετά µε ισοδυναµίες βρίσκουµε το αντικείµενο 

αυτό (µπορεί να βρούµε περισσότερα από ένα). 

Παράδειγµα. Να βρείτε τους αριθµούς ∈x R , για τους οποίους ισχύει:

2x + 5 = x +1 .                           (1) 

Λύση. Έχουµε: 

( )
( )2 2

2

2 5 0
1 0 1

(1) 1 0
2 5 2 12 5 1

2 5 1

x
x x

x
x x xx x

x x

 + ≥ + ≥ ≥ − 
⇔ + ≥ ⇔ ⇔ ⇔  

+ = + ++ = +  
+ = +

( )2

x 11
x=2

-x=2 ή x= 24

x

x

≥≥ −  
⇔ ⇔ ⇔ 

=  
. 

3.2. Μέθοδος: « ευθύ- αντίστροφο» 

 α) Υποθέτουµε ότι ένα αντικείµενο (αριθµός, διάνυσµα, συνάρτηση κτλ.) 

πληροί τις δοσµένες συνθήκες και µε συνεπαγωγές το βρίσκουµε (µπορεί 

να βρούµε περισσότερα από ένα). 
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 Τονίζουµε ότι κατ΄αυτόν τον τρόπο από πουθενά δεν εξασφαλίζεται ότι το 

αντικείµενο που βρήκαµε πληροί τις δοσµένες συνθήκες. Γι' αυτό είναι απαραίτητο 

να εξετάσουµε και το αντίστροφο. 

 β) Αντιστρόφως. Εξετάζουµε αν το αντικείµενο που βρήκαµε πληροί τις 

 δοσµένες συνθήκες. 

 Αν το αντικείµενο που βρήκαµε πληροί τις δοσµένες συνθήκες, τότε αυτό 

είναι το ζητούµενο. Αν όχι, τότε τέτοιο αντικείµενο δεν υπάρχει. Εννοείται ότι αν 

βρούµε περισσότερα από ένα αντικείµενα, τότε θα εξετάσουµε το καθένα χωριστά αν 

πληροί τις δοσµένες συνθήκες και θα κρατήσουµε εκείνα που τις πληρούν (αν 

υπάρχουν). 

Παράδειγµα.  Να βρείτε τους αριθµούς ∈λ R , για τους οποίους ισχύει: 

                                          
1

lim
x→

2
x + λx - 2λ

= 5
x -1

 .                         (1)  

Λύση. α) Έστω ότι για ένα αριθµόλ∈�  η (1) ισχύει. Τότε από αυτή και επειδή 

( )
1

lim 1 0
x

x
→

− = , έπεται ότι: 

  ( ) ( )
2

2

1 1

2
lim 1 5 0 lim 2 0 1 2 0 1.

1x x

x x
x x x

λ λ
λ λ λ λ λ

χ→ →

+ −
⋅ − = ⋅ ⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ =

−
 

β)  Αντιστρόφως. Έστω ότι λ=1. Τότε: 

     
( ) ( )2 2

1 1 1 1

1 22 2
lim lim lim lim( 2) 3 5

1 1 1x x x x

x xx x x x
x

x x x

λ λ
→ → → →

− ++ − + −
= = = + = ≠

− − −
. 

 Άρα, τέτοιος αριθµός λ δεν υπάρχει. 

3.3. Τι εννοούµε όταν λέµε ότι θα βρούµε το σύνολο ορισµού µιας   

       συνάρτησης; 

 Έχουµε συµφωνήσει ότι ένας δοσµένος τύπος f(x) ορίζει µία συνάρτηση µε 

σύνολο ορισµού το σύνολο των πραγµατικών αριθµών x, για τους οποίους η έκφραση 

f(x) έχει νόηµα πραγµατικού αριθµού (µε την προϋπόθεση ότι το σύνολο αυτό είναι 

≠∅). ∆ηλαδή, µε σύνολο ορισµού το σύνολο: 

                                  { }| ( )x f xΑ = ∈ ∈ ≠∅� � . 

 Το σύνολο αυτό είναι πλήρως ορισµένο όταν µας δοθεί ο τύπος f(x).Έτσι, 

όταν λέµε ότι θα βρούµε το σύνολο ορισµού της συνάρτησης που ορίζεται από ένα 

δοσµένο τύπο f(x), εννοούµε ότι θα βρούµε το παραπάνω σύνολο Α. Τι εννοούµε 

όµως όταν λέµε ότι θα βρούµε το σύνολο αυτό Α; Σιωπηρά, εννοούµε ότι θα το 
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θέσουµε υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων  του � . 

Παράδειγµα 1. Να βρείτε σύνολο ορισµού της συνάρτησης: 

                                                
24 - x

f(x) =
x

.                            

Λύση. Το ζητούµενο σύνολο είναι: { }| ( )x f xΑ = ∈ ∈� � . Ένας αριθµός x∈�  

ανήκει στο σύνολο αυτό Α αν, και µόνο αν: 

      
2

2 2

00 0 04
( )

2 2 24 0 4

xx x xx
f x

x xx x x

≠≠ ≠  ≠  − 
∈ ⇔ ∈ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔   

≤ − ≤ ≤− ≥ ≤    
� �  

 Συνεπώς: Α=[ ) ( ]2,0 0,2− ∪ . 

Παράδειγµα 2. Να βρείτε σύνολο ορισµού της συνάρτησης: 

                                
2

7

x +1
g(x) =

x -10x + 7
.                                   (1) 

Λύση. Το ζητούµενο σύνολο είναι:Β = { }| ( )x g x∈ ∈� � . Ένας αριθµός x∈�  

ανήκει στο σύνολο αυτό Β αν, και µόνο αν: 

                  
2

7

7

1
( ) 10 7 0.

10 7

x
g x x x

x x

+
∈ ⇔ ∈ ⇔ − + ≠

− +
� �  

 Άρα: { }7| 10 7 0x x xΒ = ∈ − + ≠� (2). 

 Το σύνολο αυτό Β δεν µπορεί να τεθεί υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων 

διαστηµάτων του � , γιατί δεν λύνεται η εξίσωση: 7 10 7 0.x x− + =  Έτσι, σύµφωνα 

µε τα παραπάνω (σιωπηρή συµφωνία), το σύνολο Β δεν µπορεί να βρεθεί, αν και 

είναι πλήρως ορισµένο. Τελικά, ποιο θα πούµε ότι είναι το σύνολο ορισµού της 

συνάρτησης (1); Φυσικά το σύνολο Β που δίνεται από την ισότητα (2) 

3.4. Όταν θέλουµε να βρούµε το όριο µιας συνάρτησης θα πρέπει   

       πρώτα να βρίσκουµε το σύνολο ορισµού της συνάρτησης; 

 Όταν θέλουµε να βρούµε ένα όριο 
0

lim ( )
x x

L f x
→

= , όπου 

{ }0 ,x ∈ = ∪ +∞ −∞� � , δεν χρειάζεται να βρίσκουµε προηγουµένως το σύνολο 

ορισµού της συνάρτησης f. ∆ηλαδή, δεν χρειάζεται να θέτουµε το σύνολο (ορισµού 

της): { }| ( )x f xΑ = ∈ ∈� �  υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων του � . 

Άλλωστε, όπως είδαµε προηγουµένως, αυτό δεν µπορεί να γίνει πάντοτε. Το µόνο 

που χρειάζεται, αν θέλουµε να είµαστε αυστηροί, είναι να δείχνουµε ότι η 
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συνάρτηση f είναι ορισµένοι κοντά στο 0x  ή όπως λέµε, σε µια γειτονιά του 0x . 

∆ηλαδή, να δείχνουµε ότι υπάρχει σύνολο της µορφής : ( ) ( )0 0, ,x xα β∪  που να είναι 

υποσύνολο του Α (ανάλογα για τα πλευρικά όρια). Αυτό απαιτούν όλοι οι ορισµοί 

των ορίων όπως και όλα τα σχετικά θεωρήµατα και τίποτα άλλο. Ας δούµε µερικά 

παραδείγµατα. 

Παράδειγµα 1. Να βρείτε το όριο:
1

lim
x→

3

7

x +1
L =

x - 3x +10
. 

Λύση. Tο σύνολο ορισµού της συνάρτησης 
3

7

1
( )

3 10

x
f x

x x

+
=

− +
 είναι 

{ }7| 3 10 0x x xΑ = ∈ − + ≠� (δεν µπορούµε να το βρούµε, δηλαδή δεν µπορούµε να 

το βάλουµε υπό µορφή διαστήµατος ή ενώσεων διαστηµάτων του� ). Επειδή 

( )7

1
lim 8 03 10
x

x x
→

= >− + , έπεται  ότι 7 3 10 0x x− + > (και άρα 7 3 10 0x x− + ≠ ) κοντά 

στο 1. ∆ηλαδή, υπάρχει σύνολο της µορφής ( ) ( ),1 1,α β∪ , όπου 1α β< < , τέτοιο 

ώστε να ισχύει: 7 3 10 0x x− + ≠  για κάθε ( ) ( ),1 1,x α β∈ ∪ . Συνεπώς: 

( ) ( ),1 1, .α β∪ ⊆ Α  Άρα η συνάρτηση f είναι ορισµένη κοντά στο 1 και συνεπώς το 

όριο L έχει νόηµα. Βρίσκουµε εύκολο ότι :
2 1

8 4
L = = . 

Παράδειγµα 2. Να βρείτε το όριο:
1

lim
x→

2

6 5 2

x + 2x - 3
L =

x - x - x + 3x - 2
. 

Λύση. Tο σύνολο ορισµού της συνάρτησης 
2

6 5 2

2 3
( )

3 2

x x
f x

x x x x

+ −
=

− − + −
 

είναι { }6 5 2| 3 2 0x x x x xΑ = ∈ − − + − ≠� . Η συνάρτηση στον παρονοµαστή 

µηδενίζεται µε x=1. Εκτελούµε  τη διαίρεση του παρονοµαστή µε το x-1 και 

βρίσκουµε: 

                             ( )( )6 5 2 53 2 1 2x x x x x x x− − + − = − − + . 

Επειδή ( )5

1
2lim 2 0

x
x x

→
− + = > , έπεται ότι 5 2 0x x− + > (και άρα 5 2 0x x− + ≠ ) κοντά 

στο 1. Λόγω αυτού και επειδή x-1≠0 κοντά στο 1, έπεται ότι: 

               ( )( )6 5 2 53 2 1 2 0x x x x x x x− − + − = − − + ≠ , κοντά στο 1. 

 Άρα, η συνάρτηση f είναι ορισµένοι κοντά στο 1 και συνεπώς το όριο L έχει 

νόηµα. Βρίσκουµε ότι: 
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( ) ( )

( )( ) 551 1

1 3 3 4
lim lim 2

2 21 2x x

x x x
L

x xx x x→ →

− + +
= = = =

− +− − +
. 

Παράδειγµα 3. Να βρείτε το όριο: lim
x→+∞

7 4L = 3x - x + x - 5 . 

Λύση. Tο σύνολο ορισµού της συνάρτησης 7 4( ) 3 5f x x x x= − + −  είναι 

{ }7 4| 3 5 0x x x xΑ = ∈ − + − ≥� . Επειδή ( ) ( )7 4 7lim 3 5 lim 3
x x

x x x x
→+∞ →+∞

− + − = = +∞ , 

έπεται ότι: 7 43 5 0x x x− + − >  κοντά στο +∞ . ∆ηλαδή, υπάρχει διάστηµα της µορφής 

( ),α +∞  τέτοιο ώστε να ισχύει: 7 43 5 0x x x− + − > , για κάθε ( ),x α∈ +∞ . Συνεπώς: 

( ), .α +∞ ⊆ Α  Άρα η συνάρτηση f είναι ορισµένη κοντά στο +∞  και συνεπώς το όριο 

L έχει νόηµα. Βρίσκουµε ότι: 

                            7

3 6 7

1 1 1
lim 3 5 .
x

L x
x x x→+∞

 = − + − = +∞ 
 

 

Παράδειγµα 4. Να βρείτε το όριο: ( )5

0
lim ln 3 1 .
x

L x x
→

= + −  

Λύση. Tο σύνολο ορισµού της συνάρτησης ( )5( ) ln 3 1f x x x= + −  είναι: 

{ }5| 3 1 0x x xΑ = ∈ + − >� . Έστω ότι η συνάρτηση f είναι ορισµένοι κοντά στο 0. 

Τότε θα είχαµε 5 3 1 0x x+ − >  κοντά στο 0 και συνεπώς: 

                               5

0 0
lim( 3 1) lim0 1 0
x x

x x
→ →

+ − ≥ ⇒ − ≥ , άτοπο. 

 Άρα, η συνάρτηση f δεν είναι ορισµένοι κοντά στο 0 και συνεπώς το όριο L 

δεν έχει νόηµα. 

4. ΤΑ ΣΥΜΒΟΛΑ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

4.1. Τα σύµβολα στα σχολικά βιβλία 

 Επειδή τα σχολικά βιβλία δεν έχουν τα σύµβολα της συνεπαγωγής και    των 

ποσοδεικτών (∀  και ∃ )(τα παλαιότερα σχολικά βιβλία τα είχαν), πολλοί λένε ότι οι 

έννοιες αυτές βγήκανε από τα Μαθηµατικά. Αλλά, αν βγάλουµε τις έννοιες αυτές από 

τα Μαθηµατικά, τότε καταργούµε όλα τα Μαθηµατικά, αφού οι έννοιες αυτές 

υπεισέρχονται παντού στα Μαθηµατικά. Τα σύµβολα λοιπόν βγάλανε από τα 

σχολικά βιβλία και όχι τις έννοιες τους από τα Μαθηµατικά, τις οποίες άλλωστε 

δεν θα µπορούσαν να τις βγάλουν. Αυτό έγινε, γιατί, όπως µου είχαν πει τότε από το 

Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, όχι γιατί δεν χρειάζονται, αλλά γιατί δεν προσπάθησαν να 

τα κατανοήσουν και να τα χρησιµοποιούν σωστά, µε αποτέλεσµα να γράφουν το ένα 
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σύµβολο αντί του άλλου και να τα θεωρούν ως σύµβολα  στενογραφίας και να τα 

γράφουν  µέσα  στα  κείµενα. Τους είχα  πει τότε ότι τα θέµατα δεν λύνονται µε το να 

εφαρµόζουν τον κανόνα : «πονάει κεφάλι, κόβει κεφάλι». Υπάρχουν βέβαια και αυτοί 

που λένε ότι αυτά είναι «φορµαλισµός». Θα µου επιτρέψουν να τους πω ότι κάνουν 

λάθος και ότι δεν πρόκειται περί φορµαλισµού. Πρόκειται για λίγα σύµβολα τα οποία 

µας επιτρέπουν να εκφραζόµαστε  µε σαφήνεια και συντοµία. Και αν κάποιος θέλει 

να µάθει  τι είναι φορµαλισµός ,ας ανοίξει ένα βιβλίο των BOYRBAKI. Εξάλλου, η 

γνώµη µου είναι ότι, ο φορµαλισµός απευθύνεται στις µηχανές και όχι στους 

ανθρώπους. 

4.2. Τα σύµβολα της λογικής στα µαθηµατικά είναι απαραίτητα 

Είναι γεγονός, ότι σ’ όλα τα θέµατα των Μαθηµατικών υπεισέρχονται οι 

έννοιες της συνεπαγωγής, της ισοδυναµίας και των ποσοδεικτών. Πρέπει λοιπόν να 

ξέρουµε ότι, είτε χρησιµοποιούµε τα σύµβολά τους είτε όχι, αν δεν ξέρουµε (από τη 

Μαθηµατική Λογική) πολύ καλά τους νόµους που διέπουν τις έννοιες αυτές, είναι 

δυνατόν σε ορισµένα ζητήµατα να µην µπορούµε να απαντήσουµε και το χειρότερο, 

να κάνουµε λάθη χωρίς να το καταλάβουµε. Αλλά, χωρίς σύµβολα είναι πολύ 

δύσκολο, σχεδόν αδύνατο, να µάθουµε τους νόµους αυτούς. Για παράδειγµα, χωρίς 

σύµβολα, είναι πολύ δύσκολο να µάθουµε την άρνηση µιας συνεπαγωγής ή τους 

νόµους των ποσοδεικτών. Θα αναφέρω ένα παράδειγµα: 

Έστω ότι µια συνάρτηση f:Α→�  είναι ορισµένοι κοντά στο 0 .x ∈�

Γνωρίζουµε ότι: 
0

lim ( ) ( )
x x

f x
→

= ∈� � �  αν, και µόνο αν:

Για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0, τέτοιο ώστε, για κάθε x∈Α

µε 00 x x δ< − <  να ισχύει ( ) .f x ε− <�

Τώρα, θέλουµε να µάθουµε πότε είναι 
0

lim ( )
x x

f x
→

≠ � . Και βέβαια η απάντηση

δεν πρέπει να περιέχει αρνήσεις, γιατί τότε στην ουσία δεν απαντά στο ερώτηµα. 

Λοιπόν, για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό θα πρέπει πρώτα να 

γράψουµε τον παραπάνω ορισµό στη συµβολική του µορφή, δηλαδή: 

 
0

0lim ( ) 0, 0, ,0 ( )
x x

f x x x x f xε δ δ ε
→

= ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ∈Α < − < ⇒ − <  � � .

Στη συνέχεια θα πρέπει να ξέρουµε να σχηµατίζουµε  την άρνηση µιας συνεπαγωγής  

[ )]q(p καιp q   ⇒ ⇔  και επίσης να ξέρουµε να σχηµατίζουµε  την άρνηση µιας

ποσοδεικτικής  πρότασης. Έχουµε: 
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0

0lim ( ) 0, 0, ,0< x-x <δ  και f(x)- ε
x x

f x xε δ
→

≠ ⇒ ∃ > ∀ > ∃ ∈Α ≥  � � . 

4.3. Λάθη που πιθανόν να κάνουµε όταν δεν γράφουµε τους      

        ποσοδείκτες 

 Πολλές φορές, σε µία λύση, δεν γράφουµε τους ποσοδείκτες, όχι γιατί δεν 

χρειάζονται, αλλά γιατί έτσι νοµίζουµε ότι απλοποιούµε τα θέµατα. Στην ουσία όµως 

δυσκολεύουµε περισσότερο τα πράγµατα, γιατί τότε πρέπει να τους υπονοούµε. 

Τώρα, αν δεν τους γράφουµε και ούτε τους υπονοούµε (εκεί που πρέπει), τότε όχι 

µόνο αρχίζουν οι ασάφειες, αλλά είναι σίγουρο ότι θα κάνουµε και λάθη.  

Παράδειγµα 1. Να  βρείτε  τις   συναρτήσεις →f : R R ,  για τις οποίες , για κάθε        

                          ∈x, y R , ισχύει: 

                                                 f(x) + f(y) = x + y  .                          (1)  

Λύση  λανθασµένη. Από την (1) µε y=x βρίσκουµε: 

                         [ ]2 ( ) 2 ( ) f(x) x ή f(x) -x==f x x f x x= ⇒ = ⇒ . 

 Άρα, οι ζητούµενες συναρτήσεις είναι: f(x)=x και f(x)=−x (πληρούν τη 

δοσµένη ισότητα) 

  Που είναι το λάθος; Την ισότητα ( )f x x=  δεν την πληρούν µόνο οι 

συναρτήσεις που γράψαµε: f(x)=x και f(x)=−  x, αλλά και πολλές άλλες, όπως για 

παράδειγµα η συνάρτηση: 

                               
x,    αν x 1

f(x)=
-x,   αν x<1

≥



                                           (2) 

Λοιπόν, η λύση δεν είναι σωστή, γιατί, εκτός των άλλων, απ' αυτά που γράψαµε δεν 

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι οι ζητούµενες συνάρτησης είναι µόνο αυτές που 

βρήκαµε. 

 Εκείνο που έχει το µεγαλύτερο ενδιαφέρον είναι να δούµε τι ήταν αυτό 

που µας οδήγησε να λύσουµε λάθος την άσκηση. Καταρχήν πρέπει να 

καταλάβουµε ότι µια συνάρτηση δεν είναι ένας πραγµατικός αριθµός και συνεπώς οι 

συναρτήσεις δεν πρέπει να αντιµετωπίζονται όπως οι πραγµατικοί αριθµοί. Μια 

συνάρτηση f έχει  µια µεταβλητή x, η οποία παίρνει τιµές από το σύνολο ορισµού της 

(οι τιµές της είναι πραγµατικοί αριθµοί). Έτσι, όταν γράφουµε µια σχέση που περιέχει 

το f(x) πρέπει να λέµε για ποια x  ισχύει ή θέλουµε να ισχύει (εκτός αν πρόκειται για 

εξίσωση ή ανίσωση, οπότε ζητάµε τα x για τα οποία ισχύει). Το λάθος είναι ότι στην 
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παραπάνω λύση δεν γράψαµε και ούτε υπονοούσαµε ότι οι συνεπαγωγές ισχύουν 

για κάθε x∈� , µε αποτέλεσµα να αντιµετωπίζουµε σιωπηρά τις συναρτήσεις σαν

πραγµατικούς αριθµούς. Ας ξαναγράψουµε λοιπόν τις συνεπαγωγές αυτές βάζοντας 

µπροστά το:  «για κάθε x∈� » και µάλιστα, για ευκολία µας, ας το γράφουµε

συµβολικά: « x∀ ∈� ». Έτσι θα έχουµε:

( ), 2 ( ) 2 , ( ) , f(x)=x ή f(x)x f x x x f x x x x∀ ∈ =  ⇒ ∀ ∈ =  ⇒ ∀ ∈ = −     � � � (3).

Αλλά ( νόµοι ποσοδεικτών):από την (3) δεν έπεται ότι: 

( , ( ) )x f x x∈ =�  ή ( , ( ) )x f x x∀ ∈ = −� .               (4)

Για παράδειγµα, η παραπάνω συνάρτηση (2) πληροί την (3) αλλά δεν πληροί την (4). 

Λύση σωστή. Έστω ότι για µια συνάρτηση :f →� �  η ισότητα (1) ισχύει. Από την

(1) µε y=x, βρίσκουµε ότι για κάθε x∈�  ισχύει:

2 22 ( ) 2 ( ) ( )f x x f x x f x x= ⇒ = ⇒ =  (5).

Από την (1) έχουµε για κάθε ,x y∈� :

[ ] ( )22 2 2

( )52 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) xy  (6).

f x f y x y f x f y x y

f x f y f x f y x y xy f x f y

+ = + ⇒ + = + ⇒

⇒ + + = + + ⇒ =

Από την (5) µε x=1, βρίσκουµε: 2 (1) 1f =  και άρα f(x)=1 ή f(x)=−1.

Από την (6) µε x∈�  και y=1, βρίσκοµε: f(x)f(1)=x. Έτσι, αν f(1)=1, τότε

f(x)=x, για κάθε x∈�  και αν f(1)=−1, τότε f(x)=−x, για κάθε x∈� . Άρα, τότε:

f(x)=x  ή  f(x)=−x.

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουµε  εύκολα, οι συναρτήσεις: f(x)=x και  f(x)=−x

πληρούν τις δοσµένες συνθήκες και άρα είναι οι µοναδικές ζητούµενες. 

Παράδειγµα 2. Να βρείτε πόσες συναρτήσεις →f : R R υπάρχουν, για τις οποίες ,

για κάθε  ∈x R , ισχύει: 2 2f (x) = x +1 . 

Λύση  λανθασµένη. Έχουµε: 

2 2 2 2 2( ) 1 ( ) 1 ( ) 1f x x f x x f x x= + ⇔ = + ⇔ = + ⇔

2 2-f(x) x +1 ή f(x) x +1= = ⇔
 

Άρα , υπάρχουν δύο τέτοιες συναρτήσεις, οι εξής: 

2( ) 1f x x= +  και 2( ) 1f x x= − +  .

Αλλά, για παράδειγµα η παρακάτω συνάρτηση (και όχι µόνο): 
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2

2

x +1 , αν x 0
f(x)=

- x +1 , αν x<0

 ≥



 (7) 

πληροί  την δοσµένη ισότητα και δεν την βρήκαµε. 

Λύση σωστή. Έχουµε:   

2 2 2 2, f ( ) 1 , f ( ) 1x x x x x x  ∀ ∈ = + ⇔ ∀ ∈ = + ⇔   
� �

( )2 2 2, f ( ) 1 , f ( ) 1 ή f(x) 1x x x x x x x  ∀ ∈ = + ⇔ ∀ ∈ = + = − +    
� � (8).

Η πρόταση (8) δεν είναι ισοδύναµη µε την πρόταση: ( )2, ( ) 1x f x x∀ ∈ = +�

ή ( )2, ( ) 1x f x x∀ ∈ = − +� (αυτό το λάθος έγινε στην προηγούµενη λύση) . Η

απάντηση βέβαια είναι ότι υπάρχουν άπειρες τέτοιες συναρτήσεις. 

4.4. Σηµείωση  

( ) ( ) ( )p q r p q p r∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧ ,  ( ) ( ) ( )p q r p q p r∨ ∧ ⇔ ∨ ∧ ∨ (επιµεριστικοί νόµοι). 

qpp q∧ ∨⇔ , qpp q ∧∨ ⇔   ,  p q qp⇒ ∧⇔ (νόµοι αρνήσεως).

Η άρνηση του «∀ » είναι «∃» και η άρνηση του «∃»  είναι «∀ ».

 Έστω ότι  p(x) και q(x) είναι δύο πρoτασιακοί τύποι ορισµένοι επί ενός 

συνόλου Ω.  Οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς (νόµοι ποσοδεικτών): 

• [ ] [ ] [ ], ( ) ( ) , ( ) , ( )x p x q x x p x x q x∀ ∧ ⇔ ∀ ∧ ∀

• [ ] [ ] [ ], ( ) ( ) , ( ) , ( )x p x q x x p x x q x∃ ∨ ⇔ ∃ ∨ ∃

• [ ] [ ] [ ], ( ) , ( ) , ( ) ( )x p x x q x x p x q x∀ ∨ ∀ ⇒∀ ∨

• [ ] [ ] [ ], ( ) ( ) , ( ) , ( )x p x q x x p x x q x∃ ∧ ⇒ ∃ ∧ ∃

Οι παρακάτω προτάσεις δεν είναι πάντοτε αληθείς: 

•••• [ ] [ ] [ ], ( ) ( ) , ( ) , ( )x p x q x x p x x q x∀ ∨ ⇒ ∀ ∨ ∀

• [ ] [ ] [ ], ( ) , ( ) , ( ) ( )x p x x q x x p x q x∃ ∧ ∃ ⇒ ∃ ∧

4.5. Αξιοσηµείωτη εφαρµογή 

Άσκηση. Να βρείτε τι παριστάνει στο καρτεσιανό επίπεδο η εξίσωση: 

    2 2x + y + 2xy + x + y - 2 = 0      (1) 

Λύση. Βρίσκουµε εύκολα ότι για κάθε ,x y∈� , ισχύει: 

(1) ⇔ (x+y-1)(x+y+2) = 0 ⇔ ( x+y-1 = 0 ή x+y+2 = 0). (2)
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Συµπεραίνουµε  τώρα ότι η εξίσωση (1) παριστάνει τις δύο ευθείες: 

1 : 1 0x yε + − =    και   2 : 2 0x yε + + = .

Σχόλιο.  Ίσως κάποιος αναρωτηθεί, πώς  βγαίνει αυτό το συµπέρασµα, αφού έχουµε 

«για κάθε» και όπως είπαµε παραπάνω, αυτό δεν µοιράζεται σε κάθε µία εξίσωση 

όταν µεταξύ τους υπάρχει το «ή». Λοιπόν. Το «για κάθε ,x y∈� »  αφορά στις 

ισοδυναµίες και δεν εννοούµε ότι οι εξισώσεις αυτές ισχύουν «για κάθε ,x y∈� ».  

Το συµπέρασµα αυτό είναι σωστό. Για να το καταλάβουµε όµως θα πρέπει να 

γίνουµε αυστηροί. Μια εξίσωση µε δύο άγνωστους φ(x.y)=0 ,στο καρτεσιανό 

επίπεδο, παριστάνει το σύνολο των σηµείων Μ του επιπέδου αυτού, για τα οποία 

ισχύει: 

x,y ,Μ(x,y) και φ(x,y)=0∃ ∈� .             (3)

Έτσι, η εξίσωση (1) παριστάνει το σύνολο των σηµείων Μ του επιπέδου, για 

τα οποία ισχύει: 

x,y , Μ(x,y) και (x+y-1)(x+y+2)=0∃ ∈� .  (4) 

Έχουµε: 

(4) x,y , Μ(x,y) και (x+y-1=0 ή x+y+2=0)⇔ ∃ ∈ ⇔�

x,y , [(Μ(x,y) και x+y-1=0) ή (Μ(x,y) και x+y+2=0)]⇔ ∃ ∈� (επιµεριστικός νόµος)

[ x,y , Μ(x,y) και x+y-1=0] ή [ , ,Μ(x,y) και x+y+2=0]x y⇔ ∃ ∈ ∃ ∈� �

(§4.4, δεύτερος ποσοδεικτικός νόµος).

Από την τελευταία ισοδυναµία, σύµφωνα µε την (3), προκύπτει το παραπάνω 

συµπέρασµα 

4.6. Eπίλογος 

Τελειώνοντας θα ήθελα να πω ότι δεν ισχυρίζοµαι ότι, αν ένας ξέρει όλα αυτά

από τη Μαθηµατική Λογική, θα λύνει όλα τα προβλήµατα. Ισχυρίζοµαι όµως, ότι, 

τότε, θα γνωρίζει σίγουρους τρόπους για να εργαστεί, δεν θα οδηγείται σε 

εσφαλµένες λύσεις και το σπουδαιότερο θα µπορεί να ελέγχει αν µία λύση είναι 

σωστή ή όχι. 
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