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Θεωρία 5.

Απάντηση:
α)  • Ορίζουμε ορίζουσα D του συστήματος την παράσταση

α
D=

α  
β

=αβ -α β
β

 
  (1)

• Ορίζουμε με Dx την ορίζουσα που προκύπτει από την ορίζουσα D αν στη θέση των
συντελεστών του x θέσουμε τους σταθερούς όρους. Δηλαδή:

Dx = γ
γ
   

γβγβ
β
β


    (2)

• Ορίζουμε με Dy την ορίζουσα που προκύπτει από την ορίζουσα D αν στη θέση των
συντελεστών του y θέσουμε τους σταθερούς όρους. Δηλαδή:

Dy = α
α
   

γαγα
γ
γ


    (3)

β) Για τη διερεύνηση και λύση του (Σ)

(Σ) 







γyβxα
γβyαx

 διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

α) Στο σύστημα (Σ):











γyβxα
γβyαx

 να δώσετε τους ορισμούς των οριζουσών
D, Dx, Dy.

β) Nα λυθεί και να διερευνηθεί το Σύστημα γράφοντας τα συμπεράσματά σας
με τη βοήθεια των οριζουσών.

Απαραίτητες γνώσεις Θεωρίας

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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3η περίπτωση:
Έστω ότι ένας από τους συντελεστές των αγνώστων είναι διάφορος του μηδενός,
π.χ. α  0.

Τότε στο (Σ) 







γyβxα
γβyαx

  

1η περίπτωση:
Έστω ότι όλοι οι συντελεστές των άγνωστων και οι σταθεροί όροι είναι μηδέν
Δηλαδή   α = α  ́= β = β  ́= γ = γ  ́= 0. Τότε:

0
0
0

0
0

γ
γ

α
α

D,0
0
0

0
0

β
β

γ
γ

D,0
0
0

0
0

β
β

α
α

D yx 










To (Σ) γίνεται 







0y0x0
0y0x0

  το οποίο είναι αόριστο με λύσεις όλα τα ζεύγη (x,y), x,yR.

Συμπέρασμα

  



με
αν

 αόριστο.είναι(Σ)τοτότε
0γγββαα

0DDD yx









2η περίπτωση:
Έστω ότι όλοι οι συντελεστές των αγνώστων είναι μηδέν δηλ α = α΄= β = β΄= 0 και
κάποιος από τους σταθερούς όρους γ ή γ  ́είναι  0.
π.χ. έστω γ  0, τότε:

0
γ
γ

0
0

γ
γ

α
α

D,0
0
0

γ
γ

β
β

γ
γ

D,0
0
0

0
0

β
β

α
α

D yx 
















Τότε το (Σ) γίνεται: 











γy0x0
0γy0x0 το οποίο είναι αδύνατο

(διότι είναι αδύνατη η πρώτη εξίσωση)

Συμπέρασμα

 αδύνατο.είναι(Σ)τοτότε
0γγ   ή  και 

0ββααμε  

0DDDΑν yx














(4)
(5)

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Απαλλασσόμαστε από το x:








γyβxα
γβyαx

 α
α









γαyβαxαα
γα-βyαx-α-α

 
 (+)      γα-γαyβαβα  

)1(

)3(
 · yD y = D    (6)

Απαλλασσόμαστε από το y:








γyβxα
γβyαx













γ-βyββx-βα-
γβyββxβα

β
β

                              γγ-ββxβαβα)(   
(1)

x(2)
D x = D    (7)

Από (6) και (7) έχουμε 







y

x

DyD
DxD

   (8)

Διακρίνουμε τις εξής υποπεριπτώσεις:
Α) αν D 0

τότε απο (8) (Σ)τοκαι
D

D
yκαι

D
Dx yx 

έχει μοναδική λύση την   









D
D

,
D
Dx,y yx

Β) Αν D = 0

τότε από (8) έχoυμε 







y

x

Dy0
Dx0

(9)

Β1) Αν  0Dx   ή 0Dy   τότε από (9)

θα έχουμε 0Dy0ή0Dx0 yx         αδύνατο

Άρα και το αρχικό σύστημα είναι αδύνατο
Β2) αν Dx = Dy = 0 τότε από

(9) 








0y0
0x0      αόριστο

άρα και το αρχικό σύστημα είναι αόριστο, δηλαδή έχει άπειρες λύσεις τις οποίες και θα βρούμε.
Λύνουμε την εξίσωση (1) ως προς x (διότι α  0) και έχουμε:

α
γ-βyxγ-βyαxγβyαx 

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Άρα οι άπειρες λύσεις είναι   Ry,,y
α
βyγx,y 






 



Θεωρία 7.
α) Πότε ένα σύστημα λέγεται ομογενές;
β) Τί γνωρίζετε για τις λύσεις του;
γ) Αν 0D  τι συμπεραίνετε για τις λύσεις του;
δ) Αν 0D  τί συμπεραίνετε για τις λύσεις του;

Απάντηση:
α) Ομογενές λέγεται το (Σ) που οι σταθεροί όροι είναι όλοι μηδέν

Δηλαδή   







0yβxα
0βyαx

β) Το ομογενές σύστημα έχει πάντα τη μηδενική λύση (0,0).
Δηλαδή,  δεν είναι ποτέ αδύνατο. Μπορεί όμως να είναι αόριστο, δηλ., να έχει
άπειρες λύσεις εκ των οποίων η μία είναι η μηδενική (x, y) = (0,0).

γ) Αν D  0 το ομογενές σύστημα θα έχει μοναδική λύση η οποία προφανώς θα είναι η
μηδενική (x, y) = (0,0).

δ) Αν D = 0 τότε το σύστημα είναι αόριστο (μιας και δεν μπορεί να είναι αδύνατο)
δηλαδή, έχει άπειρες λύσεις (μια  εκ των οποίων θα είναι η μηδενική  (x, y) = (0, 0) )

Συμπέρασμα (επαναλαμβάνοντας τη διαδικασία της 3ης περίπτωσης και για τα α ,́ β, β΄ 0)
• Aν D = 0 και Dx  0   ή Dy  0 το σύστημα είναι αδύνατο.
• Aν D = 0 και Dx  0 και Dy  0 το σύστημα είναι αόριστο.

Θεωρία 6.

Έστω το Σύστημα 







γyβxα
γβyαx

 Να γράψετε με τη βοήθεια των οριζουσών

τα συμπεράσματά σας για τη λύση του συστήματος.

Απάντηση:
1) • Αν  D  0 τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση την: 










D
D

,
D

D(x,y) yx

2) • Αν D = 0 και (Dx  0  ή  Dy  0 ) το σύστημα είναι αδύνατο.
3) • Αν D = Dx = Dy =0 τότε το σύστημα θα είναι:

α)Αόριστο, αν τουλάχιστον ένας από τους α, α ,́ β, β΄ 0
β)Αόριστο, αν α = α΄= β = β΄= γ = γ΄= 0
γ) Αδύνατο αν α=α΄=β=β΄=0 και γ 0  ή  γ  ́0

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Παράδειγμα 12  (Σωστό - Λάθος)
Χαρακτηρίστε σωστό (Σ) ή λάθος (Λ) τα παρακάτω αιτιολογώντας τα
α) αν x yD D D 0    το σύστημα είναι πάντα αόριστο

β) αν D2 + (7-Dy)2 = 0 το σύστημα είναι αδύνατο
γ) αν 0D3D x   το σύστημα είναι αόριστο
δ) αν     03β-αD2 224   το σύστημα έχει μοναδική λύση.

Ερωτήσεις κατανόησης - Λυμένα παραδείγματα.

Απάντηση:
α) (Λ) • Διότι αν D = Dx = Dy = 0 με α = α΄= β = β  ́= 0 και 0γ   ή 0γ   το σύστημα

είναι αδύνατο.

β) (Σ) • Διότι D2 + (7-Dy)2 = 0

 

2

2
y yy

D 0 D 0 D 0
και και και

7 D 0 D 7 07 - D 0

           
      

(Σ) αδύνατο

γ) (Λ) • Διότι 0D3D x 

x xx

D 0 D 0 D 0
και και και

3-D 0 D 3 03-D 0

    
       
      

(Σ) αδύνατο

δ) (Σ) • Διότι αν     0β3α-D2 224 

 

 

24

2

2 D 0 2 D 0 D 2
και και και

α - 3β 0 α 3βα - 3β 0

Δηλαδή: D 2 0 το

            
    

   (Σ) έχει μοναδική λύση.

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Απάντηση:
α) Σωστή είναι η (Δ) διότι:

xx 1 4 x0 2( x 1) 4 4 02
24       2

           
 

Παράδειγμα 13 (Συμπλήρωσης)
Συμπληρώστε τα παρακάτω αιτιολογώντας τα:
α) αν D2 - 2D + 1 = 0 τότε το (Σ) 
β) αν D = 0 και  0DD 100

y
6
x  τότε το (Σ) 

γ) αν   05DD 2
x  τότε το (Σ) δεν μπορεί να έχει 

Απάντηση:
α) ... έχει μοναδική λύση (διότι   01D-01D2-D 22  01D01D  )
β) ... είναι αδύνατο

(αδύνατο).(Σ)
0 ή D0D

και
0D

0Dή0 D

και
0D

0DD

και
0D

(διότι

yx
100
y

6
x

100
y

6
x










































γ)   μοναδική λύση

 

αόριστο.ήαδύνατο(Σ)0DΆρα
5-D

ή
0D

05D

ή
0D

05DD(διότι
2
x

2
x

2
x





























  (αδύνατο)

Παράδειγμα  14 (πολλαπλής επιλογής)
Επιλέξτε τη σωστή απάντηση αιτιολογώντας

x-x -1 - 4
α) Αν = 0 τότε2

-4       2

Α) 
2
7x     Β) x = 3   Γ) αληθεύει για όλα τα xR   Δ) δεν υπάρχει τέτοιο x

β) αν το σύστημα 







λκy8x
42yκx

 έχει μοναδική λύση τότε το κ είναι:

Α) κ = 4 Β) κ 4 Γ) κ και  κ  -4

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Λύση:

α) 1 2
0 x 6 0

3 x


    


x = 6

β) αδύνατη0606-006)-1(α00
0
2

3
1α 2

2




γ)
1 0

2x 5 x - 0 3 -2x 5 x 2x 5
3 x


           x = 5

δ) 2 2 2

2

13α 1 4849 3α α 2 49 3α 1 49 3α 48 α2
2 3α2

α 16 α 16

                
 

      α = 4

Άρα οι ρίζες είναι 6, 5, -4, 4 και η ζητούμενη διάταξη είναι 6 > 5 > 4 > -4.

Παράδειγμα 15 (Διάταξης)
Να διατάξετε από τη μεγαλύτερη προς τη μικρότερη τις ρίζες των εξισώσεων:

2 11      - 2  -1    0 3α  -α +1    2
α) = 0 β) = 0 γ) = -2x+5 δ)  = 492

3  -x    3    x3        0 2       α

2x 2 2x 16 0 2x 2x 16 2 0x 18              αδύνατη.

β) Σωστή είναι η Γ) διότι αφού το (Σ) έχει μοναδική λύση θα ισχύει

4κκαι4κ16κ016κ0
κ
2

8
κ

0D 22 

Παράδειγμα  16
Να λυθεί η ανίσωση:   

 1     02x -1     - 5x +1 1- x  -  3
2    2              3 -3    x

Λύση:

    x3-
0     1  

  
2
-x1  

3                 2    

1x5     
3

1x-2


  





 0)3(x1
2

x1)1x5(2
3

1x23

 


 )0(x
2

x12x101x2 





 x2
2

x1232x122x
2

x13x12

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ

Δ Α
 Ρ 
Α Σ



28. Γραμμικά συστήματα

Παράδειγμα  18

Να λυθεί το (Σ) 





x -1 y- 2x = -1                           
3 2

-2(1 + y) + 3 = -3(x - 2) + 2y
με τη μέθοδο των οριζουσών (ή μέθοδο Grammer)

Λύση:
Έχουμε:

(1) 



 16

2
y6x26

3
1x61

2
yx2

3
1x

      6y3x122x26y3x12)1(x2 
      26y3x12x2
      -10x - 3y = -3   (3)
(2)  y2)2(x33y)1(2
       y26x33y22
      326y2x3y2  4y 3x 5         3x - 4y = 5    (4)

Από (3) και (4) έχουμε το (Σ) 







5y4x3
3y3x10

• 
3
10

D


    049940)3(3)4(10
4
3





• Dx = 5
3

   271512)3(5)4(3
4
3





• Dy = 3
10

  41950)3(35)10(
5

3




Μέθοδος
Για να λύσουμε ένα σύστημα (Σ)
με τη μέθοδο των οριζουσών
φέρνουμε πάντα το (Σ) στην

μορφή 


αx + βy = γ
α΄x + β΄y = γ΄

(προσοχή το α΄x  να είναι
κάτω από το αx και το β΄y
κάτω από το βy)

(1)

(2)

Παράδειγμα  17
Να δείξετε ότι η παράσταση: Α = 

x      
6
1x

6 9x          


   είναι τέλειο τετράγωνο.

Λύση:

Α =
     x

6
1x

6x     9  


 = 222 α)1x3(1x6x9)

6
1(x6xx9   όπου α = 3x -1

 24x - 6 x2x1  24x x 2x 6 1 27x 7        
7x
27

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Επειδή D = 49 0  το (Σ) έχει μοναδική λύση την 














49
41

D
Dy

49
27

D
Dx

y

x

Δηλαδή:  (x,y) =  
 
 

27 41,-
49 49

Παράδειγμα  19

Να λυθεί το (Σ) 














2
1y

4
3x

1y
2
32x

     με τη μέθοδο των οριζουσών

Λύση:

32   3 3 3 32D 2 ( 1) 0
3 4 2 2 21       
4


            

x

3  1      – 3 3 1 3 3 6 32D 1 0
1 3 4 2 2 4 4 4 2       
2 4

             

Δηλαδή έχουμε 0D  ,  0Dx      Άρα το (Σ) είναι αδύνατο.

Παρατήρηση
Όταν βρούμε 0D  και 0Dx  ,
τότε δεν χρειάζεται να βρούμε το
Dy διότι το σύστημα είναι
αδύνατο.(οτι και αν είναι το Dy)
Αν όμως βρούμε το Dx = 0 δεν
μπορούμε να συμπεράνουμε
τίποτα για το σύστημα γι’αυτό
προχωρούμε στην εύρεση του Dy.

Παράδειγμα  20

Να λυθεί το (Σ) 







1410y6x
75y3x

  με τη μέθοδο των οριζουσών

Λύση:

6
3

D


     0303065)10)(3(
10
5




14
7

Dx


    070705)14()10(7
10
5




6
3

Dy


    0424276)14(3
14
7




Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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  Για το ( Σ2) έχουμε:

 

5 2
2D ( 5) 1 2 2 2 02 51

5


            

x

23 2 6 6 10 16D 3 1 2 2 021 5 5 5 5 5
5

                 

Δηλαδή:  D = 0 και Dx  0. Άρα το (Σ) είναι αδύνατο δηλαδή δεν έχει καμία λύση.
   Για το ( Σ3) έχουμε:

1 1
1 1 1 1

D 1 ( 1) 01 1 2 2 2 2
2 2


            

Δηλαδή: D = Dx = Dy = 0
Επειδή στην πρώτη εξίσωση ο x  έχει συντελεστή 03   το (Σ) είναι  ΑΟΡΙΣΤΟ.
Δηλαδή έχει άπειρες λύσεις τις οποίες και θα βρούμε.
Για να βρούμε τις άπειρες λύσεις λύνουμε τη μία απο τις δύο εξισώσεις του συστήματος
ώς προς έναν άγνωστο.

Από την πρώτη εξίσωση έχουμε:

5
x37yx37y57y5x3 



Άρα οι άπειρες λύσεις είναι:      
 

7 + 3x(x,y) = x, ,x R
5

και αν θέσουμε x = κ οι άπειρες λύσεις είναι:   R   
 

7 + 3κκ, ,κ
5

Παράδειγμα  21
Να προσδιορίσετε το πλήθος των λύσεων των συστημάτων με τη βοήθεια των
οριζουσών χωρίς να τα λύσετε.

(Σ1)







12yx
2y3x

(Σ2)  










1y
5
2x

32y5x
(Σ3 ) 











2
2
y

2
x

4yx

Λύση:
  Για το (Σ1) έχουμε: 

1
3

D      0716)1(123
2
1




Δηλαδή 0D   άρα τό (Σ1) έχει μοναδική λύση.

Σχόλιο
Αν D = Dx = Dy = 0 και ένας
τουλάχιστον από τους συντε-
λεστές των αγνώστων είναι  0
τότε το (Σ) είναι αόριστο.

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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022)1)(2(
2
14

2
1      2

1   4 
Dx 






y

1 4 1D 1 ( 2) 4 2 2 01 22
2

              

Δηλαδή: D = Dx = Dy = 0 και επειδή στο ( Σ3) υπάρχει συντελεστής του αγνώστου 0
(π.χ. ο συντελεστής του x στην πρώτη εξίσωση είναι 01 ) συμπεραίνουμε ότι το σύστημα
åßí áé αόριστο δηλαδή έχει άπειρες λύσεις.

Παράδειγμα  22

Δίνεται το (Σ) 







2λ3y-2x
1λ3y2x

 όπου Rλ παράμετρος. Να βρείτε για ποιες τιμές
του λ το (Σ):
α) έχει μοναδική λύση     β) έχει άπειρο πλήθος λύσεων     γ) δεν έχει λύση

Λύση:
Όταν το (Σ) είναι παραμετρικό βρίσκουμε τα D, Dx, Dy

 2
2

D     066)3(2)3(2
3
3





λ2
1λ

Dx


   3λ3λ63λ3)3λ(2)1(λ3
3
3





. 2
2

Dy     2λ22λ2λ4)1(λ2λ22
λ2

1λ




α) Για να έχει το (Σ) μοναδική λύση πρέπει 0D  Όμως D=0 και επομένως
δεν υπάρχει τιμή του λ ώστε να έχει το (Σ) μοναδική λύση.

β) Για να έχει άπειρο πλήθος λύσεων (επειδή υπάρχει κάποιος συντελεστής του
αγνώστου 0 ) πρέπει 0D   (που ισχύει)

και συγχρόνως 

























02λ2
και

03λ3

0D
και

0D

y

x

1λ
1λ

και
1λ

2λ2
και

3λ3



























Άρα για  λ = 1 το (Σ) έχει άπειρο πλήθος λύσεων (δηλαδή είναι αόριστο).

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Παράδειγμα  23
Να λυθεί και να διερευνηθεί το (Σ) 








122)y(λ3x
2λλy2)x(λ

  όπου Rλ  παράμετρος

Λύση:

3
2λ

D
–

 4λ3λλ34λλ3)2)(λ2(λ
2λ

λ 22 


Για να παραγοντοποιήσουμε το 4λ3λ2 
βρίσκουμε  τις ρίζες του. Αυτές είναι το 4 και το -1.

Άρα το 4λ3λ2 

παραγοντοποιείται ως εξής: )1)(λ4(λ4λ3λ2 
Δηλαδή:  D = (λ - 4)(λ + 1)   (1)

12
λ2

Dx    


λ8λ2λ12λ4λ2λ12)2(λλ2
2λ

λ 22 2λ(λ - 4)   (2)

3
2λ-

Dy    )4(λ624λ6λ624λ12λ23)2(λ12
12

λ2
       (3)

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:
1η περίπτωση:
Αν: 



















1λ
και

4λ

01λ
και

04λ
0)1)(λ4(λ0D

)1(

το (Σ) έχει μοναδική λύση την: 


























1λ
6

)1)(λ4(λ
)4(λ6

D
Dy

1λ
λ2

)1)(λ4(λ
)4λ(λ2

D
Dx

y

x

Μέθοδος
Για να λύσουμε ένα
παραμετρικό σύστημα
κάνουμε τα εξής βήματα:
α) Βρισκουμε  τα D, Dx, Dy

και τα παραγοντοποιούμε
β) Ελέγχουμε μήπως το

D 0  οπότε το (Σ) θα έχει
μοναδική λύση. Αν είναι
D=0 τότε το (Σ) θα είναι
αόριστο ή αδύνατο.
Δηλαδή διακρίνουμε
δύο περιπτώσεις τις

D 0  και D = 0.

γ) Για να μην έχει το (Σ) λύση (δηλαδή για να είναι αδύνατο) πρέπει 0D 

(που ισχύει) και συγχρόνως: 



















































1λ
ή

1λ

2λ2
ή

3λ3

02λ-2
ή

03λ3

0D
ή

0D

y

x

Δηλαδή: 1λ 
Άρα για 1λ   το (Σ) δεν έχει καμμία λύση (δηλαδή είναι αδύνατο).

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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2η περίπτωση:
Αν 1-λή4λ0D 
α) αν λ = 4

008)44(42D
)2(

x    και 006)44(6D
)3(

y 
Δηλαδή αν λ = 4 τότε 0DDD yx   και επειδή υπάρχει συντελεστής του
αγνώστου x στην 2η εξίσωση  0  (το 03  ) το (Σ) είναι αόριστο δηλ έχει άπειρες
λύσεις τις οποίες και θα βρούμε.

Για να βρούμε τις άπειρες λύσεις στο παραμετρικό σύστημα θέτουμε όπου λ = 4 σε μία
απο τις δύο εξισώσεις του (Σ) και μετά λύνουμε την εξίσωση ως προς έναν άγνωστο.

Για λ = 4 η πρώτη εξίσωση του (Σ) γίνεται:

y24x4y2x8y4x242y4)x24(
2:


Άρα οι άπειρες λύσεις είναι Ryy,y),24((x,y) 

β) αν λ = -1

010)5(2)41)(1(2D
)2(

x 
Δηλαδή,  αν λ = -1 τότε το D = 0 και 0Dx   οπότε το σύστημα είναι αδύνατο.

Συμπέρασμα
1)  Αν  και 1λ   το (Σ) έχει μοναδική λύση την 











1λ
6,

1λ
λ2(x,y)

2)  Αν λ = 4 το (Σ) έχει άπειρες λύσεις τις Ryy,y),24((x,y) 

3)  Αν λ = –1 το (Σ) είναι αδύνατο.

Λύση:

• 
1
λ

D    )1)(λ1(λ)1(λ1λ)1(1λ
λ
1 222 




• 
4

2

x
λ

λ
D    )1(λλλλλλ)1(λλ)(λ

λ
1 3344342 




• 
1
λ

Dy    )1λ)(λ1(λλ)1(λλλλ
λ

λ 223225
4

2



Παράδειγμα 24
Να λυθεί και διερευνηθεί το (Σ) 





2

4

λx - y = λ
x - λy = λ

 για κάθε τιμή της παραμέτρου Rλ

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Συμπέρασμα
1) Αν λ 1 και λ -1 το (Σ) έχει μοναδική λύση την: 
















1λ
)1λ(λλ,

1λ
λ(x,y)

223

2) Αν λ = 1, το (Σ) έχει άπειρες λύσεις τις Ry,y),y1((x,y) 

3) Αν λ = -1, το (Σ) είναι αδύνατο.

Παράδειγμα 25
α) Να λυθεί το (Σ) 








-2λyx
3y-λx

β) Για την λύση (x0,y0) που θα βρείτε να λύσετε την ανίσωση 93y2x 00 

Λύση:

• 
1
λ

D    01λ)1(1λλ
λ
1 2 


• 

2-
3

Dx    2λ3)1)(2(λ3
λ
1




• 
1
λ

Dy    3λ2
2
3




1η περίπτωση:
Αν 1λκαι1λ01λκαι01λ-0)1)(λ1-(λ-0D   το σύστημα έχει
μοναδική λύση την:



































1λ
)1λ(λλ

)1(λ
)1λ(λλ

)1)(λ1(λ
)1λ)(λ1(λλ

D
Dy

1λ
λ

)1(λ
λ

)1)(λ1(λ
)1(λλ

D
Dx

222222
y

333
x

2η περίπτωση:

α) άν  λ = 1
0)1-1(1)1(λ-λD 33

x 
2 2 2 2

yD λ (λ -1)(λ λ 1) 1 (1 1)(1 1 1) 1 0 3 0          
Δηλαδή, αν λ = 1 τότε D = Dx = Dy = 0 οπότε το σύστημα είναι αόριστο (επειδή ο
συντελεστής του άγνωστου x στην δεύτερη εξίσωση που είναι 1 0 ). Δηλαδή έχει άπειρες
λύσεις τις οποίες και θα βρούμε. Για  λ = 1 η πρώτη εξίσωση του συστήματος γίνεται:

y1x1x-y1λλx-y 2
1λ

2 


Άρα οι άπειρες λύσεις είναι: Ry,y),y1((x,y) 
β) άν λ = –1

02)2(1)11()1()1(λλD 33
x 

Δηλαδή, αν λ = –1 τότε το D = 0 και 0Dx   Άρα το σύστημα είναι αδύνατο.

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Επειδή D 0  το (Σ) έχει μοναδική λύση: 
1λ
3λ2

D
Dy,

1λ
2λ3

D
Dx 2

y
2

x










Συμπέρασμα
Το σύστημα έχει μοναδική λύση για κάθε Rλ  την 














1λ
3λ2,

1λ
2λ-3(x,y) 22

β) Η μοναδική λύση που βρήκαμε είναι η 













1λ
3λ2,

1λ
2λ-3),y(x 2200

Έχουμε να λύσουμε την ανίσωση:

9
1λ

)3λ2(3
1λ

)2λ3(29
1λ
3λ23

1λ
2λ-329-y3x2

222200 






























3
2λ

9
4λ

9
4λ4λ9949λ9

9λ99λ64λ6)1(λ9)3λ2(3)2λ3(2

)1(λ9
1λ

)3λ2(3)1(λ
1λ

)2λ3(2)1(λ

2222

22

2
2

2
2

2

3
2λή

3
2λ  .     Δηλαδή ),

3
2[]

3
2,(λ 

(              )Κάνουμε απαλοιφή παρο-

νομαστών επειδή 2λ 1 0 

Παράδειγμα  26
Αν τα παρακάτω συστήματα έχουν κοινή λύση να βρείτε τα Rμλ, 

(Σ1)







34yx-
23y-5x

             και          (Σ2)







-12μy3λx-
75μy-2λx

Λύση:
Λύνουμε το (Σ1)

5
D

-1
   

3
5 4 ( 3)( 1) 20 3 17 0

4


        

3
2

Dx    1798)3(342
4
3




1
5

Dy


   17215)1(235
3
2



Επειδή D 0  το (Σ1) έχει μοναδική λύση 














1
17
17

D
Dy

1
17
17

D
Dx

y

x

 , (x, y)=(1,1)
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Παράδειγμα 27
Δίνεται το σύστημα των ευθειών ε1, ε2, ε3  














1λ4y2x
54y3x-

12y-5x

     

1

2

3

(ε )
(ε )
(ε )

Να υπολογίσετε το Rλ  ώστε οι τρείς ευθείες να διέρχονται από το ίδιο σημείο.

Λύση:
Για να διέρχονται οι 3 ευθείες από το ίδιο σημείο θα πρέπει  οι συντεταγμένες του
σημείου τομής των δύο ευθειών ε1 και ε2  να επαληθεύουν την εξίσωση της τρίτης
ευθείας ε3.

Λύνουμε το σύστημα των ε1 και ε2  







5y4x3
1y2x5

3
5

D


     014620)2)(3(45
4
2




5
1

Dx     14104)2(541
4
2




3
5

Dy


    283251)3(55
5
1



Επειδή τα συστήματα (Σ1) και  (Σ2) έχουν κοινή λύση, η λύση του (Σ1) θα είναι και λύση
του (Σ2). Άρα η λύση (x,y) = (1,1) θα επαληθεύσει το (Σ2). Έτσι έχουμε:

(Σ2)







1μy2λy3
7μy5λx2    











11μ21λ3
71μ51λ2)1,1((x,y)

 








1μ2λ3

7μ5λ2    (Σ3)

Λύνουμε το (Σ3)

3-
2

D     011154)5)(3(22
2
5




1
7

Dλ


   9514)5)(1(72
2
5




3
2

Dμ


   192127)3()1(2
1
7




Άρα το (Σ3) έχει μοναδική λύση την )
11
19,

11
9((λ,μ)Δηλαδή,

11
19

11
19

D
Dμ

11
9

11
9

D
Dλ

μ

λ






















Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Άρα 














2
14
28

D
Dy

1
14
14

D
Dx

y

x

Δηλαδή (x,y) = (1,2)

Άρα το σημείο τομής των ε1 και ε2.είναι το Α(1,2).
• Για να διέρχεται η ε3 απο το Α(1,2) θα πρέπει οι συντεταγμένες του Α να επαληθεύουν
την ε3: Δηλ: 2x 4y λ 1 2 1 4 2 λ 1 10 λ 1             λ = 9

Παράδειγμα  28
Í á âñåèï ýí  ôá Rμλ,  ώστε τα συστήματα (Σ1) και (Σ2) να είναι συγχρόνως αδύνατα.

(Σ1)







0yλx
2μyλ)x(1

(Σ2)






13yx

2λyx

Λύση:
Για να είναι τα συστήματα αδύνατα θα πρέπει οι ορίζουσες τους DΣ1 και DΣ2 να είναι
μηδέν (αναγκαία αλλά όχι ικανή συνθήκη). Δηλαδή πρέπει  DΣ1 = 0 και DΣ2 = 0.
Έχουμε:

Σ1

1- λ    μ
D 0 0 (1 λ) 1 λμ 0

λ        1
         1 - λ - λμ = 0    (1)

Σ 2

1      - λ
D 0 0 1 3 1( λ) 0 3 λ 0

1        3
            λ = -3    (2)

Η (1) 
(2)

1 ( 3) ( 3)μ 0 1 3 3μ 0 3μ 4             
4μ = -
3

  (3)

Δηλαδή βρήκαμε 
3
4μκαι3λ 

Για αυτά τα λ,μ που βρήκαμε ισχύουν DΣ1 = DΣ2 = 0. Αυτό όμως δέν σημαίνει ότι τα (Σ1)
και (Σ2)είναι αδύνατα. Μπορεί π.χ. κάποιο να είναι αόριστο. Για να είναι λοιπόν δεκτά τα
λ,μ τα τοποθετούμε στα αρχικά συστήματα  και ελέγχουμε αν είναι αδύνατα.

Έτσι έχουμε για  λ = -3  , μ
3
4



(Σ1)
 









































0yx3

2y
3
4x4

0yx3

2y
3
4)x31(

0yx3

2y
3
4x)3(1






















0yx3

4
6yx3

0yx3
6y4x12

    











0yx3
2
3yx3

 το οποίο φανερά είναι αδύνατο.
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Επίσης για λ = -3, μ
3
4

  το (Σ2) γίνεται: (Σ2)















1y3x
2y3x

1y3x
2)y3(x

Το οποίο είναι αδύνατο. Άρα η λύση 





 

3
4,3(λ,μ)   είναι δεκτή.

Παράδειγμα  29
Δίνονται τα Συστήματα

(Σ1)







-1λy1)x-(-κ
1y-x

     και  (Σ2) 








53

2

λ-κλ)y(κ-8λ)x(3κ

3κλ-κy4)x(κ

Δείξτε ότι άν το (Σ1) είναι αόριστο, τότε το (Σ2) είναι αδύνατο.

Λύση:
Εφ’όσον το (Σ1) είναι αόριστο θα ισχύει:

0DDD yx  . Έτσι έχουμε:

• 
1κ

1
0D




   0)1(κλ0)1κ)(1(λ)1(0
λ
1




   - λ - κ - 1 = 0     (1)

• 
1
1

0Dx


    
1

0 1 λ ( 1)( 1) 0 λ 1 0
λ


           λ = 1   (2)

• 
1κ

1
0Dy




   


01κ10)1κ(1)1)(1(0
1
1

2 κ 0    κ = -2   (3)

Για λ = 1 και κ = –2 επαληθεύεται και η (1) διότι
-λ- κ -1 = 0 00012101)2(1  . Για τις τιμές των κ,λ που βρήκαμε
δείχνουμε ότι το (Σ2) είναι αδύνατο.
Πράγματι για κ = –2 και λ=1 το (Σ2) γίνεται:

(Σ2)  













53

2)2(

)3( 1)2()y12(x18)2(3

1)2(3)2(y)x42(

















9yx2

10yx2
18)y1()x86(

64yx2    το οποίο είναι προφανώς αδύνατο.

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ

Δ Α
 Ρ 
Α Σ



Γραμμικά συστήματα 39.

Παράδειγμα  30
Αν σ’ένα σύστημα (Σ) δύο γραμμικών εξισώσεων με αγνώστους x,y ισχύουν:

 







-11D7D4D-
-D3D2D

yx

yx

και το σύστημα έχει μοναδική λύση να βρεθούν τα x,y (Δηλαδή να λυθεί το σύστημα (Σ))

Λύση:
Αφού το σύστημα έχει μοναδική λυση θα ισχύει 0D  . Άρα 

D
Dx x

   και  
D
Dy y

 .
Διαιρούμε λοιπόν τις εξισώσεις (1) και (2) με 0D   και έχουμε:

























11y7x4
1y3x2

D
D11

D
D7

D
D4

D
D

D
D3

D
D2

yx

yx

   Λύνουμε το σύστημα

• 
4
2

D


   02612143)4(72
7
3



• 
11
1

Dx



   263373)11(7)1(
7
3



• 4
2

Dy


   26422)1)(4()11(2
11

1





Επομένως 

x

y

D 26x 1
D 26
D 26y 1
D 26

   
     


  Άρα το σύστημα έχει μοναδική λύση (x,y) = (1,-1)

Παράδειγμα 31
Για ένα γραμμικό σύστημα 2x2 (δύο εξισώσεις με δύο αγνώστους) ισχύουν:














3y-2x
και

DD2DD 2
yyx

2
x

     Αν το σύστημα έχει μοναδική λύση να βρεθεί η λύση αυτή.

(1)

(2)

Λύση:
Αφού το σύστημα έχει μοναδική λύση θα ισχύει 0D  . Έχουμε από την (1):

2 2 2
x y x y x yx yD 2D D D 0 (D D ) 0 D D 0         

(1)
(2)

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ
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Λύση:
Από την σχέση (1) έχουμε: 2 2 2

x yx yD D D 2D 6D 4D 14 0       
  014)D4(D)D6(DD)2(D y

2
yx

2
x

2

0491)D4(D)D6(DD)2(D y
2
yx

2
x

2  (διασπάσαμε το 14 σε κατάλληλους αριθμούς

που μαζί με τις παρενθέσεις να κάνουν ταυτότητες)






























2D
   3D
01D

02D
03D

01D
0)2-(D)3(D)1(D

0)4D4(D)9D6(D)1D2(D

y

x

y

x
2

y
2

x
2

y
2
yx

2
x

2

Άρα 

















2
1
2

D
Dy

3
1
3

D
Dx

y

x

       Δηλαδή το (Σ) έχει μοναδική λύση την (x,y) = (-3,2)

Παράδειγμα 32
Αν για ένα γραμμικό σύστημα 2x2 ισχύει: 144D6D2DDDD yx

2
y

2
x

2    (1)
τότε αυτό να λυθεί (δηλαδή να βρεθούν τα x,y)

0yx)
D
0

D
D

D
D

0Dμεε(διαιρέσαμ
yx

    (3)

Από  (2) και (3) έχουμε το σύστημα 








0yx
3yx2

. Για την λύση του έχουμε:

• 
1
2

D    0312
1
1




• 
0
3

Dx    303)1(013
1
1




• 
1
2

Dy    3303102
0
3



Άρα 

















1
3
3

D
Dy

1
3
3

D
Dx

y

x

       και το (Σ) έχει μοναδική λύση την (x,y) = (1,-1)
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Παράδειγμα 33
α) Αν 03-DyD2   δείξτε ότι το σύστημα είναι αδύνατο
β) Αν 65D   δείξτε ότι το σύστημα έχει μοναδική λύση
γ) Αν 03Dy7)-(Dx3D 2   δείξτε ότι το σύστημα έχει μοναδική

λύση την οποία και να βρείτε.

Παράδειγμα 34
á) Í á ëõèåß ôï  óýóôçì á (Ó):








34β5α
75β3α

(αρχικό σύστημα)

β)Με τη βοήθεια της λύσης του παραπάνω (Σ) να λυθούν τα συστήματα:











34y43x5

74y53-x3-
:)(Σ1











-33)4(y-x)-5(2

73)5(yx)–3(2
:)(Σ

32

32

2











35y42x5

75y52x3
:)(Σ

3

3

3






















3
3y

4
7x

5

7
3y

5
7-x
3

:)(Σ4







0y)3)(34y(5x

02)(x7)y3x(
:)(Σ5 









-3y45x

75yx3
:)(Σ6









34y5x
75y3x

:)(Σ7 034y5x7-5y3x-:)(Σ8 

Λύση:
α) 03Dκαι0D03Dκαι0D03DD yyy

2 
Δηλαδή D = 0 και 0Dy  άρα το σύστημα είναι αδύνατο.

β) 1Dή11D56Dή56D65Dή65D65D 
Άρα 0D  , και το σύστημα έχει μοναδική λύση.

γ) 2
yD 3 (Dx 7) D 3 0     

x y x yD 3 0 και D 7 0 και D 3 0 D 3 0 και D 7 και D 3           

Επειδή 0D  , το (Σ) έχει για μοναδική λύση την 

x

y

D 7
x

D 3
D 3

y 1
D 3

  
     
Δηλαδή (x,y) = 






 1,

3
7
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α) Λύση του συστήματος 







34β5α
75β3α  (αρχικό σύστημα)

• 
5
3

D


   013251255)4)(3(
4
5




• 
3
7

Dα 
   1315285)3(7)4(

4
5




• 
5
3

Dβ


   2635975)3)(3(
3
7




Άρα το σύστημα έχει μοναδική λύση, την: 






















2
13
26

D
D

β

1
13
13

D
Dα

β

α

 δηλαδή (α,β) = (1,2)

β) Λύση του 




1

-3 x - 3 + 5 y + 4 = 7
(Σ ) :

5 x - 3 - 4 y + 4 = -3

Kάνουμε την αντικατάσταση

x 3 α

y 4 β

 

 
   (1)

Το (Σ1) γίνεται με τη βοήθεια της (1)

(1)αρχικό(Σ)

2β
και

1α

-34β-5α
75β3α-






















x - 3 1 x 3 1
και και

y 4 2y 4 2

   
  
     

x 4 ή x 2
και

y 2 ή y 6

 

  

    Άρα το )(Σ1  έχει τις εξής 4 λύσεις:

 (x,y) = (4, –2), (x,y) = (4, –6), (x,y) = (2, –2), (x,y) = (2,-6)

Λύση του 










33)4(yx)5(2

73)5(yx)3(2
:)(Σ

32

32

2

Κάνουμε την αντικατάσταση

  









β3)(y

αx)(2
3

2

  (2)   Το )(Σ2  γίνεται με την βοήθεια της (2):

13xή 

24yή 
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






34β5α
75β3α

  







































33

2
(2)αρχικό(Σ)

23y

και
-1x-2    ή   1x2

23)(y

και
1x)(2

2β
και

1α














32y

και
3    xή    1x

3

Άρα το )(Σ2  έχει δύο λύσεις τις: 3 3(x,y) = (1, 2 - 3), (x,y) = (3, 2 - 3)

Λύση του










35y42x5

75y52x3
:)(Σ

3

3

3      (3)

Επειδή έχουμε 3 2x   θα πρέπει 2x02x     (4)

Κάνουμε την αντικατάσταση   3 x + 2 = α και y + 5 = β      (5)
Το Σ3 γίνεται με τη βοήθεια της (5):

)(Σ3

)5(









34β5α
75β3α



























25y
και

12x

2β
και

1α 3
(5)αρχικό(Σ)

3x 2 1 x –1 ( )

΄y 5 2 y 5 –2 y –3 y –7

   
     
       

΄ ΄δεκτη απο (4)

Άρα το )(Σ3  έχει δύο λύσεις  τις:         (x,y) = (-1,-3),    (x,y) = (-1,-7).

Λύση του 























3
3y

4
7x

5

7
3y

5
7x

3

:)(Σ4

Για τους παρονομαστές έχουμε τους περιορισμούς:
3yκαι7x03yκαι07x    (6)

  Το )(Σ4  γράφεται ως εξής: 
























3
3y

14
7x

15

7
3y

15
7x

13
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και κάνουμε την αντικατάσταση: 
1 1=α και =β

x-7 y +3
    (7)

Το )(Σ4  γίνεται με την βοήθεια της (7):

4
3α 5β 7

(Σ )
5α 4β 3
  

   

(7)
 

 













































13y2
και

17x1

2
3y

1
και

1
7χ

1

2β
και

1α
(6)αρχικό(Σ)












































2
5-y

και
8x

-52y
και

8x

162y
και

17x

Άρα το )(Σ4  έχει μία λύση την:  (x,y) =  
 
 

58,-
2

 (δεκτή από (6))

Λύση του 







0y)(33)4y(5x
02)(x7)y3x(

:)(Σ5   (8)

Από (8) έχουμε:      
034y5x

      και          
07y3x













 0y-3  ή

02-   xή




  














3y    ή    34y5x
     και          

2    xή    7y3x
   και

έτσι έχουμε τα εξής τέσσερα συστήματα:

(σ1)    1,2yx,
-34y-5x
7y3x- αρχικό(Σ)









(σ2)   









































3,
3
4y,x

3y
3
4x

3y
4x3

3y
73x3

3y
7y3x-
































13y4
2x

3y410
2x

3y425
2x

-34y-5x
2x

)(σ3

  


















4
132,yx,

4
13y

2x
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   3,2y,x 







3y
2x

)(σ4   Άρα το )(Σ5  έχει τέσσερις λύσεις

 4 13(x,y) = (1,2), (x,y) = (– ,3), (x,y) = (2, ), (x,y) = (2,3)
3 4

Λύση του 










-3y45x

75yx3
:)(Σ6

Εδώ δεν μπορούμε να κάνουμε καμία αντικατάσταση γι’αυτό απαλλασσόμεθα από τα
απόλυτα διακρίνοντας τις τέσσερις περιπτώσεις

(x 0, y 0), (x 0, y 0), (x 0, y 0), (x 0,y 0)       

1η περίπτωση
αν   0y   και   0x      τότε το 








34y5x
75y3x

      γίνεται)(Σ6   το οποίο λύνεται
εύκολα και έχει λύση την (x,y) = (1,2)

2η περίπτωση
αν   0y   και   0x 

τότε το 















3y4x5
7y5x3

3y)(4x5
7y5x3

γίνεται)(Σ6    το οποίο λύνεται εύκολα και

έχει λύση την (x,y) = 







37
26,

37
43   η οποία απορρίπτεται

3η περίπτωση
αν  0y0,x 
τότε το 








34y5x
75y3(-x)

      γίνεται)(Σ6  








34y5x

75y3x
   το οποίο λύνεται

εύκολα και έχει λύση την (x,y) = 







37
44,

37
13   η οποία απορρίπτεται.

4η περίπτωση
Aν  0y0,x 
τότε το 
















3y4x5
7y5x3

3y)(4x5
7y5x)(3

γίνεται)(Σ6

το οποίο λύνεται εύκολα και έχει λύση την (x,y) = 







13
44,

13
43   η οποία απορρίπτεται

Άρα το (Σ6) έχει μια μόνο λύση την (x,y) = (1,2)
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Λύση του 








34y5x
75y3x

:)(Σ7

Απαλλασσόμεθα από το απόλυτο και έχουμε  







-34y-5x   ή   34y-5x
75y3x-

και έχουμε τελικά δύο συστήματα: το 






34y5x

75y3x
)(σ1   το οποίο λύνεται εύκολα και έχει

λύση την (x,y) = 







13
44,

13
43   και το 2

3x 5y 7
( ) γίνεται

5x 4y 3
  

    
το οποίο λύνεται εύκολα και έχει λύση την (x,y) = (1,2)

Άρα το  )(Σ7  έχει δύο λύσεις τις:   (x,y) = 
 
 
 

43 44,
13 13

  , (x,y) = (1,2)

Λύση του 034y5x7-5y3x-:)8(Σ 

Έχουμε:  











034y5x

075y3x
034y5x75y3x

















3y4x5
7y5x3

03y4x5
07y5x3  

αρχικό (Σ)
(x,y) =(1,2)

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ

Δ Α
 Ρ 
Α Σ



Γραμμικά συστήματα 47.

Ερωτήσεις κατανόησης - Ασκήσεις για Λύση

10.  Δίνεται το σύστημα 








0y3x
03y2x

α) Πώς ονομάζεται το σύστημα και ποια είναι η προφανής λύση του;
β) Έχει άλλη λύση; Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

11. Αν το σύστημα: 







43λy2x
53yx

 είναι αδύνατο τότε:

α) λ = 2  β) λ = –3 γ) λ = –2   Αιτιολογήστε την επιλογή σας.

12. Αν το σύστημα 






54y–6x–

3μ2y3x
 έχει άπειρες λύσεις τότε:

 2μ δ)          
2

11- μ γ)          
2
1-μ β)          

2
11μ α) 

Αιτιολογήστε την επιλογή σας.

13. Άν 3
λ


    12λ

3
 , τότε: α) λ = 3 β) λ = -2 γ) λ = 2

Αιτιολογήστε την επιλογή σας.

14. Άν η γραμμική εξίσωση 2 2λ x = (λ - 3λ)y  δεν παριστάνει ευθεία, τότε:
α) λ = 3 β) λ = -3 γ) λ = 1 δ) λ = 0
Αιτιολογήστε την επιλογή σας.

15. Δίνεται η εξίσωση 73y2x  . Να γράψετε μία δεύτερη εξίσωση ώστε το
σύστημα που θα προκύψει:
α) να έχει μοναδική λύση β) να είναι αδύνατο γ) να είναι αόριστο
Να αιτιολογήσετε γιατί η εξίσωση που γράψατε ικανοποιεί τις παραπάνω
συνθήκες α), β), γ)

16. Δίνεται η εξίσωση 7x - 3y = 4. Nα γράψετε μια δεύτερη εξίσωση, ώστε το
σύστημα που θα προκύψει:
α) να έχει λύση πάνω στη διχοτόμο της πρώτης και τρίτης γωνίας
β) να έχει λύση το ζεύγος (1,1)
γ) να έχει λύση ένα ζεύγος αντίθετων αριθμών
Να αιτιολογήσετε γιατί η εξίσωση που γράψατε ικανοποιεί τις ζητούμενες
συνθήκες α), β), γ)
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21. Να λυθεί με ορίζουσες το σύστημα: 













4
y2

2
3

1x
13x1)4(y3)2(x

22. Να λυθεί με ορίζουσες το σύστημα: 








146y4x
73y2x

23.  Να λυθεί με ορίζουσες το σύστημα: 








314y6x
17y3x

17. α) Αν D4 + (Dx - 3)2 = 0  τότε το σύστημα:
1) Είναι αόριστο    2) Είναι αδύνατο 3) Έχει μοναδική λύση

β) Αν R
D
3
  τότε το σύστημα:

1) Είναι αόριστο    2) Είναι αδύνατο 3) Έχει μοναδική λύση
γ) Αν D = 0 και 0DyDx   τότε το σύστημα:

1) Είναι αόριστο 2) Είναι αδύνατο
3) Έχει μοναδική λύση 4) Είναι αδύνατο ή αόριστο

δ) Αν 07Dx4Dy1D   τότε το σύστημα:
1) Είναι αόριστο 2) Είναι αδύνατο
3) Έχει μοναδική λύση την (x,y) = (4,7) 4) Έχει μοναδική λύση την (x,y) = (-7,4)

18. Αν ισχύει 1
2γ

1
x4β-

    
x4γ

1
αγ

  με  γ 0, x 0 να δείξετε ότι α3+β3+γ3=3αβγ

19. Αποδείξτε ότι  

2
2

2

2α
             -β

α β
(α-β)

3α β α-3β
        

α β 2








20. Να λυθεί με ορίζουσες το σύστημα: 2
3y
5x

   και   5
x    2-
y    7-


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Γραμμικά συστήματα 49.

24. Να προσδιορίσετε το πλήθος των λύσεων των συστημάτων με τη βοήθεια
των οριζουσών  χωρίς να τα λύσετε:









3y2x
15y-3x

)1(Σ                








-26y2x-
13y-x

)2(Σ              








32y2x
1y-x

)3(Σ

25. Για ποιες τιμές του λ το σύστημα 











0y
λ
1

8x

52yx3λ
 έχει μοναδική λύση;

26. Για ποιες τιμές του λ το σύστημα 







5λyλx
1λ7yλx

 είναι αδύνατο;

27. Για ποιες τιμές του λ το σύστημα 









λλyλx
λ7yλx 3

 είναι αόριστο;

28. Να λυθεί και να διερευνηθεί το σύστημα 








3yx

1y-xλ2

29 Να λυθεί και διερευνηθεί το σύστημα για τις διάφορες τιμές του λ:
 
 






3λλyx1λ
λ5yx12λ

30. Nα λυθεί το σύστημα για τις διάφορες τιμές του Rμ









2μyx
2yμx 2

31. 1) Για τις διάφορες τιμές του Rκ , να λυθεί το σύστημα 
 








1κyx
2y2κκx

2) Για τη μοναδική λύση (x,y) που θα βρείτε να λυθεί η ανίσωση (κ + 1)x + |y|  2

32. Για ποιες τιμές των α, β R  το σύστημα 







-31)y-(3βα)x-(3
22βy1)x(α

(Σ)  είναι αόριστο;

33. Για ποιες τιμές του Rκ  οι 3 ευθείες:
21)y2(κxκ:ε5,y3x:ε3,y2x:ε 2

321 
διέρχονται από το ίδιο σημείο;

34. Να βρεθούν τα λ, Rμ  ώστε τα συστήματα















21)y(λμx
52yx

)(Σκαι
1λyμx

3y2x
)(Σ 21  να είναι συγχρόνως αδύνατα.
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50. Γραμμικά συστήματα

35. Δίνονται τα συστήματα 
 
 
 

1 2

x- y =1 2x- λy = 8
(Σ ) και (Σ )

3x+ λy = 2 2x +3y = 8
Αν το (Σ1) είναι αδύνατο δείξτε ότι το (Σ2) είναι αόριστο.

36. Δίνεται ένα γραμμικό σύστημα 2x2, μ’έναν τουλάχιστον συντελεστή του
αγνώστου διαφορετικό από το μηδέν. Αν ισχύει 6

y
4
x DDD 

α) Δείξτε ότι το σύστημα δεν μπορεί να είναι αδύνατο.
β) Αν επιπλέον έχει μοναδική λύση δείξτε ότι  1yDDx 5

y
3
x 

37. Έστω ένα γραμμικό ομογενές σύστημα 2x2
α) Αν 7 2

y
9

x
2 DDD  να δείξετε ότι είναι αόριστο.

β) Αν 4
y

3
x 7D3D5–D   να δείξετε ότι έχει μοναδική λύση την οποία και να

βρείτε.

38. Έστω ένα γραμμικό σύστημα 2x2:
α) Αν 1D5–D x  = 0 δείξτε ότι έχει μοναδική λύση
β) Αν 2 2 2

x y x yD + D + D - 2D - 4D + 2D = -6   δείξτε ότι έχει μοναδική λύση την
(x,y) = (2,-1)

γ) Αν 3DD x  = 0 δείξτε ότι είναι αδύνατο.
δ)  Αν D = Dx + Dy και x - y = 1 και έχει μοναδική λύση τότε να βρεθεί η μοναδική λύση.

39. Mε τη βοήθεια της λύσης του συστήματος 







52y3x
1y-2x

(Σ)  και κάνοντας κατάλ-

ληλη αντικατάσταση (όπου χρειάζεται) να λύσετε τα παρακάτω συστήματα:

α) 










54y25–x3

14y5–x2
)(Σ1 β) 





















5
1y

2
3x

3

1
1y

1
3-x

2

)(Σ2

γ) 










54y23x3

14y3x2
)(Σ

5

5

3 δ) 052y3x1-y-2x:)(Σ4 

ε) 







52y3x
01)x-y-(2x

:)(Σ5

40. Nα υπολογίσετε τα α, Rβ  ώστε το σύστημα 







βαy9x
82y3x

α) να έχει μοναδική λύση β) να είναι αόριστο γ) να είναι αδύνατο

41. Αν η εξίσωση x2 - (3μ - 4)x - 2ν = 0 έχει ρίζες τους αριθμούς 2 και –5 να βρείτε
τα ν,μ.
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