
Ανισώσεις 2ου βαθμού

Απαραίτητες γνώσεις Θεωρίας
Θεωρία 3.

α) Τι ονομάζουμε τριώνυμο 2ου βαθμού ή απλά τριώνυμο;
β) Τι ονομάζουμε διακρίνουσα του τριωνύμου;
γ) Τι ονομάζουμε ρίζες του τριωνύμου;

Απάντηση:
α) Τριώνυμο 2ου βαθμού η απλά τριώνυμο λέγεται η παράσταση: αx2 + βx + γ,  α  0.

β) Διακρίνουσα του τριωνύμου αx2 + βx + γ,  α  0, λέγεται η διακρίνουσα Δ της αντίστοι-
χης εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0,  α  0.

γ) Ρίζες του τριωνύμου αx2 + βx + γ,  α  0, λέγονται οι ρίζες της αντίστοιχης εξίσωσης
αx2 + βx + γ = 0,  α 0.

Θεωρία 4.
Έστω το τριώνυμο αx2 + βx + γ,  α  0 . Να αποδείξετε ότι:
α) Aν Δ > 0 τότε αx2 + βx + γ = α(x - x1)(x - x2), όπου x1, x2 οι ρίζες του.

β) Aν Δ = 0 τότε  
2

22
0

βαx +βx+γ=α x+ =α x-x
2α

 
 
 

 όπου x0 η διπλή ρίζα του.

γ) Aν Δ < 0 τότε 
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Δηλαδή: 
  
  
   

2
2

2
β Δαx + βx + γ = α x + -

2α 4α
 (1)

α) Αν  Δ > 0. Τότε ΔΔ2   και το τριώνυμο έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες τις:

1,2
-β ± Δx =

2α
Η (1) γίνεται:
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  β Δ β Δ β Δ β Δ
α x x α x x

2α 2α 2α 2α 2α 2α
         

                     
      

1 2α x - x x - x

β) Αν  Δ = 0 . Τότε το τριώνυμο έχει μια ρίζα διπλή την 0
βx
2α

   . Η (1) γίνεται:

 
22 2

2
2

β 0 β β
αx βx γ α x α x α x

2α 4α 2α 2α
                         
        

2
0α x - x

γ) Αν  Δ < 0  . Τότε ΔΔ    (2) . Η (1) γίνεται:

      
      
         

2 2
(2)2

2 2

Δβ -Δ βαx + βx + γ = α x + + =α x + +
2α 4α 2α 4α

Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω έχουμε:

1 2

2
2 2

0

2

2

α(x - x )(x - x ) ν Δ 0

βf(x) αx βx γ α x α(x x ) ν Δ 0
2α

Δβα x ν Δ 0
2α 4α
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Ανισώσεις 2ου βαθμού

Θεωρία 5.

Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου f(x)=αx2 + βx + γ,  α  0  για κάθε Rx

Λύση:
1η περίπτωση Δ 0

Επειδή Δ > 0 θα είναι   2
1 2αx βx γ α x x x x      (1)

1) Έστω 1 1

εκτός των 2 2
ριζών

x x x x 0
τότε

x x x x 0
   

    
1x < x

Άρα     1 2
1 2

1 2

α(x - x )(x - x ) 0 αν α 0
x x x x 0

α(x - x )(x - x ) 0 αν α 0

f(x) 0 αν α 0
f(x) 0 αν α 0

 
       

 
   

(1)
f(x) ομόσημο του α

2) Έστω 1 1

εκτός των 2 2
ριζών

x x x x 0
τότε

x x x x 0
   

    
2x > x

Άρα     1 2
1 2

1 2

α(x - x )(x - x ) 0 αν α 0
x x x x 0

α(x - x )(x - x ) 0 αν α 0

f(x) 0 αν α 0
f(x) 0 αν α 0

 
       

 
   

(1)
f(x) ομόσημο του α

3) Έστω 1 1

εντός των 2 2
ριζών

x x x x 0
τότε

x x x x 0
   

    
1 2x < x < x

Άρα     1 2
1 2

1 2

α(x - x )(x - x ) 0 αν α 0
x x x x 0

α(x - x )(x - x ) 0 αν α 0

f(x) 0 αν α 0
f(x) 0 αν α 0

 
       

 
   

(1)
f(x) ετερόσημο του α
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 Ανισώσεις 2ου βαθμού

4) Αν x = x1 τότε 0)f(x 1   και αν 2xx   τότε 0)f(x 2   (διότι τα x1, x2 είναι ρίζες, του

τριωνύμου f(x))
Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουμε:

2η περίπτωση: Δ = 0

Επειδή Δ = 0 θα είναι 
2

2 βαx βx γ α x
2α

     
 

 (1)

1) Αν
α2

β–x   (δηλαδή το 0x x  όπου 0x  η διπλή ρίζα)α) τότε:

2

2

2

βα x 0 αν α 0
2αβx 0

2α βα x 0 αν α 0
2α

                     

f(x) 0 αν α 0
f(x) 0 αν α 0

 
   

(1)
f(x) ομόσημο του α

2) Αν 0x
α2

βx   τότε 2
0 0αx βx γ 0    (διότι το x0 ρίζα του τριώνυμου f(x))

Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουμε:

3η περίπτωση: Δ < 0

Επειδή Δ < 0 θα είναι
2

2
2

Δβαx βx γ α x
2α 4α

        
   

 (1)

Όμως η παράσταση μέσα στην αγκύλη είναι θετική για κάθε Rx  δηλαδή
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Ανισώσεις 2ου βαθμού

2

22

2 2

2

Δβα x 0 αν α 0
2α 4αΔβx 0

2α 4α Δβα x 0 αν α 0
2α 4α

f(x) 0 αν α 0
f(x) 0 αν α 0

         
          

               
 

   

(1)
f(x) ομόσημο του α

Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουμε :

Γενικό Συμπέρασμα
Το τριώνυμο 2αx βx γ  , α 0  γίνεται ετερόσημο του α μόνο στην περίπτωση
που Δ > 0 και το x βρίσκεται μεταξύ των ριζών.
Σ’ολες τις άλλες περιπτώσεις είναι ομόσημο του α. (εκτός από τις ρίζες όπου το
τριώνυμο μηδενίζεται).

Θεωρία 6.

Πώς λύνουμε ανισώσεις δευτέρου βαθμού; Δηλαδή ανισώσεις της μορφής:
0γβxαx2    (1), 0γβxαx2    (2),

0γβxαx2    (3), 0γβxαx2    (4)

Απάντηση:

Βρίσκουμε το πρόσημο του γβxαx2   και με τη βοήθεια του πίνακα προσήμων βρί-
σκουμε εκείνα τα x που αληθεύει η κάθε μια από τις τέσσερις παραπάνω ανισώσεις.
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 Ανισώσεις 2ου βαθμού

Θεωρία 7.

Ποιες είναι οι συνθήκες ώστε το τριώνυμο 0αγ,βxαx2   να είναι:

α) Θετικό για κάθε Rx β) Αρνητικό για κάθε Rx
γ) Να διατηρεί το ίδιο πρόσημο για κάθε Rx

Απάντηση:
α) Θετικό για κάθε 0ακαι0ΔRx 

β) Αρνητικό για κάθε 0ακαι0ΔRx 

γ) Διατηρεί το ίδιο πρόσημο για κάθε 0ακαι0ΔRx 

Θεωρία 8.
Ποιες είναι οι συνθήκες ώστε οι παρακάτω ανισώσεις να αληθεύουν για κάθε Rx

α) 0γβxαx2  β) 0γβxαx2 

γ) 0γβxαx2  δ) 0γβxαx2 

Απάντηση:

α) 0γβxαx 2   για κάθε Rx Δ < 0 και α > 0

β) 0γβxαx 2   για κάθε Rx Δ   0 και α > 0

γ) 0γβxαx 2   για κάθε 0ΔRx   και α < 0

δ) 0γβxαx 2   για κάθε 0ΔRx   και α < 0.
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Ανισώσεις 2ου βαθμού

Ερωτήσεις κατανόησης - Λυμένα παραδείγματα
Παράδειγμα 20 (πολαπλής επιλογής)
Το τριώνυμο αx2 + βx + γ,  α  0, έχει ρίζες τις 

3
1x1   και 

2
1x2   και η παραγο-

ντοποιημένη του μορφή είναι η -(3x + 1)(1-2x).
Τότε το α είναι ίσο με: 3,  2,  6,  -6,  -2.  Αιτιολογήστε την επιλογή σας.

Απάντηση:

α = 6 Αιτιολόγηση:

1ος τρόπος:
Αφού οι ρίζες είναι 

2
1και

3
1

  το γxβxα 2   παραγοντοποιείται ως εξής:

  
  
  

2 1 1αx + βx + γ = α x + x -
3 2    (1)

Όμως από υπόθεση έχουμε:
αx2 + βx + γ = –(3x + 1)(1 – 2x) = (3x + 1)(2x – 1) 














 














 

2
1x2

3
1x3

  
  
  

1 1= 6 x + x -
3 2    (2)

Από (1) και (2) έχουμε ότι: α = 6
2ος τρόπος:
Από υπόθεση έχουμε:

     x21x6x3γβxαxx211x3γβxαx 222

1γ,1β,6α1xx6γβxαx 22  . Άρα α = 6

Παράδειγμα 21  (Σωστό - Λάθος)
Έστω ότι το τριώνυμο 3x2 + βx + γ, παίρνει τη μορφή 3(x - κ)2. Τότε Δ > 0.
Σωστό ή Λάθος; Αιτιολογήστε την επιλογή σας.

Απάντηση:
Λάθος.
Αιτιολόγηση: Επειδή το τριώνυμο γράφεται σαν τέλειο τετράγωνο επί το α = 3 θα έχει Δ = 0.

Παράδειγμα 22
Να απλοποιηθεί η παράσταση 

14x4x
xx6xA 2

23






Λύση:
• Παραγοντοποιούμε τον αριθμητή:  1xx6xxxx6 223     (1)

Για το τριώνυμο 6x2 - x - 1, έχουμε: Δ = (-1)2 - 4 · 6(- 1) = 1 + 24 = 25
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Άρα:

3
1

12
4

12
51x

2
1

12
6

12
51x

62
251x

2

1

2,1


















  Άρα: 






 





 

3
1x

2
1x61xx6 2  (2)

Η (1) 3 26x x x         
  

(2) 1 16x x - x +
2 3

  (3)

• Παραγοντοποιούμε τον παρανομαστή 4x2 - 4x + 1.   Δ = (-4)2 - 4 · 4 · 1 = 16 - 16 = 0

Άρα:
2
1

8
4

42
4

α2
βx0 




 . Άρα:  
 
 

2
2 14x - 4x + 1 = 4 x -

2
 (4)

Έτσι η Α 2

1 1 16x x x 3x x
2 3 3

11 2 x4 x 22

          
     

         

(3)

(4)

Παράδειγμα 23
Να απλοποιηθεί το κλάσμα 

2 2 2 2

3 2

(x + 3x - 4) - (x - x)K =
(x -1) - (x + x - 2)

Λύση:
• Ο αριθμητής Α είναι διαφορά 2 τετραγώνων:

Α = (x2 + 3x - 4)2 - (x2 - x)2 = (x2 + 3x - 4 - x2 + x)(x2 + 3x - 4 + x2 - x) =
    = (4x - 4)(2x2 + 2x - 4) = 4(x - 1) · 2(x2 + x - 2) = 8(x - 1)(x2 + x -2)   (1)
Το τριώνυμο (x2 + x - 2), έχει ρίζες: x1 = - 2,   x2 = 1
Άρα: x2 + x - 2 = (x + 2)(x - 1)   (2)
Η (1)        A 8 x 1 x 2 x 1     

(2) 2A = 8 x -1 x + 2    (3)
Ο παρονομαστής Π γίνεται:

Π = (x3 - 1) - (x2 + x - 2)
(2)

  (x - 1)(x2 + x + 1) - (x + 2)(x - 1) = (x - 1)[(x2 + x + 1) - (x + 2)] =
 = (x - 1)(x2 + x + 1 - x - 2) = (x - 1)(x2 - 1) = (x - 1)(x - 1)(x + 1) = (x - 1)2(x + 1)

Δηλαδή: Π = (x - 1)2(x + 1)   (4)  Άρα 
2

2

8(x 1) (x 2) 8(x 2)K
(x 1) (x 1) x 1

  


  

(3)

(4)
=

Παράδειγμα 24
Να απλοποιηθεί η παράσταση: 22

4224

3α-αx2x
9αx13α4xK





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Ανισώσεις 2ου βαθμού

Λύση:
Ο αριθμητής Α = 4x4 - 13α2x2 + 9α4, για x2 = y 0  (1), γίνεται: Α = 4y2 - 13α2y + 9α4.

Δ = (- 13α2)2 - 4 · 4 · 9α4 = 169α4 - 144α4 = 25α4 0

Άρα: 

2 2 2 2

12 4

1,2 2 2 2
2

2

13α 5α 18α 9αy
13α 25α 8 8 4y

2 4 13α - 5α 8αy α
8 8

 
     

    

και επομένως    
















 22

2
2

)1(
2

2
422 αx

4
α9-x4y-α

4
α9y-4α9yα13-y4Α

    
  
  

3α 3α= 4 x - x + x - α x + α
2 2

 (2)

Ο παρονομαστής 2x2 + αx - 3α2 έχει: Δ = α2 - 4 · 2(-3α2) = α2 + 24α2 = 25α2 0

Άρα 
12

1,2

2

α 5α 4αx α
4 4α 25αx

2 2 α 5α 6α 3αx
4 4 2

        
       

και επομένως   
 
 

2 2 3α2x + αx - 3α = 2 x - α x +
2

  (3)

Άρα 
  

 
 

3α 3α4 x x x α x α
3α2 2Κ 2 x x α

3α 22 x α x
2

                    
 

(2)

(3)

Παράδειγμα 25
Για ποιες τιμές του λ το τριώνυμο   13λ

8
λx1λ2x

2
2  :

α) Παραγοντοποιείται σε γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων
β) Είναι τέλειο τετράγωνο. Ποιο είναι αυτό; γ) Δεν παραγοντοποιείται

Λύση:

  7λ228λ24λ1λ2λ1λ3
8
λ241λΔ 22

2
2 










Σελίδα 9/15

Επιμέλεια:  ΔΑΡΑΣ ΔΗΜΗΤΡΙΟΣ

Δ Α
 Ρ 
Α Σ



 Ανισώσεις 2ου βαθμού

α) Το τριώνυμο για να παραγοντοποιείται σε γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων πρέπει:

Δ 0 22λ 7 0 22λ 7      
7λ >
22

β) Επειδή α = 2 > 0 για να είναι τέλειο τετράγωνο πρέπει: Δ = 0 22λ 7 0   
7λ =
22

.

Για 
22
7λ   η διπλή ρίζα είναι:

0 0

7 7 22 151β (λ 1) 1522 22 22 22x x
2α 2 2 4 4 4 88

   
         



Άρα:  
222

2

88
15x2

88
15x21λ3

8
λx1λx2 














 






 

γ) Το τριώνυμο δεν παραγοντοποιείται όταν Δ 0 
7λ <
22

Παράδειγμα 26
Να βρεθεί για ποιες τιμές του λ
Α) α) το τριώνυμο    2λ 2 x 2 2λ 3 x 5λ 6      είναι θετικό για κάθε Rx

     β) η ανίσωση    2λ 2 x 2 2λ 3 x 5λ 6 0       αληθεύει για κάθε Rx

Β) γ) το τριώνυμο    2λ 2 x 2 2λ 3 x 5λ 6      είναι αρνητικό για κάθε Rx

δ) η ανίσωση     065λx32λ2x2λ 2   αληθεύει για κάθε Rx

Γ) το τριώνυμο    2λ 2 x 2 2λ 3 x 5λ 6      διατηρεί το ίδιο πρόσημο

 για όλα τα Rx

Λύση:
Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι:

  2 2 2Δ 2 2λ 3 4(λ 2)(5λ 6) 4(2λ 3) 4(5λ 6λ 10λ 12)              
2 2 2 24(4λ 12λ 9) 4(5λ 16λ 12) 16λ 48λ 36 20λ 64λ 48             24λ 16λ 12  

Δηλαδή 12λ16λ4Δ 2 

Βρίσκουμε το πρόσημο της

12λ16λ4Δ 2  .Οι ρίζες

του τριωνύμου 2-4λ + 16λ - 12
είναι οι: λ1 = 1 και λ2 = 3
Άρα το πρόσημο της Δ είναι:
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Ανισώσεις 2ου βαθμού

Α) α) Το τριώνυμο    2λ 2 x 2 2λ 3 x 5λ 6      είναι θετικό για κάθε Rx

   2 λ ,1 3,Δ 0 4λ 16λ 12 0
και και και

α 0 λ 2 0 λ 2

       
     

       

(1)


 3λ 

 β) Η ανίσωση 06λ5)x3λ2(2)x2(λ 2 

αληθεύει για κάθε Rx 3λ
0α

και0Δ (α)











Β) γ) Το τριώνυμο    2λ 2 x 2 2λ 3 x 5λ 6      είναι αρνητικό για κάθε Rx

   









































2λ
και

,31,λ

02λ
και

012λ16λ4

0α
και

0Δ
)1(

2 

1λ 

 δ) Η ανίσωση 06λ5)x3λ2(2)x2(λ 2 

 αληθεύει για κάθε 1λ
0α

και
0Δ

Rx
(γ)















Παρατήρηση
Εδώ πρέπει να παρατηρήσουμε
ότι τα δύο προηγούμενα υποερω-
τήματα α) και β) του Α) ερωτή-
ματος είναι ισοδύναμα, δηλαδή,
έχουν το ίδιο ζητούμενο.

Παρατήρηση
Και εδώ πρέπει να παρατη-
ρήσουμε ότι τα υποερωτή-
ματα γ) και δ) του Β)
ερωτήματος είναι ισοδύ-
ναμα, δηλαδή έχουν το ίδιο

Γ) Το τριώνυμο    2λ 2 x 2 2λ 3 x 5λ 6      διατηρεί το ίδιο πρόσημο για όλα τα

   









































2λ
και

,31,λ

02λ
και

012λ16λ4

0α
και

0Δ
Rx

)1(
2 

    ,31,λ 
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 Ανισώσεις 2ου βαθμού

Απόδειξη:

      
41λ8λ440λ121λ4-λ4Δ

10λ341λ4-λ410λ31-4-1λ-2Δ
22

22





Η Διακρίνουσα είναι τριώνυμο το οποίο έχει διακρίνουσα

059265664Δ41448Δ 1
2

1 

Δηλαδή η διακρίνουσα Δ1 του τριωνύμου 41λ8λ4Δ 2   είναι

41λ8λ4Δτριώνυμοτοάρα0Δ 2
1   είναι ομόσημο του α = 4 > 0 για κάθε

Rλ . Άρα Δ>0 για κάθε Rλ  και επομένως η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές
και άνισες για κάθε Rλ .

Παράδειγμα 27

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 0103λ1)x-(2λx- 2   έχει ρίζες πραγματι-
κές και άνισες για κάθε Rλ .

Παράδειγμα 28
Για ποιες τιμές του Rλ η εξίσωση 4λ0,

4
3-λ-3)x-(λ-4)x(λ 2 

α) Έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες
β) Έχει δύο ρίζες πραγματικές και ίσες
γ) Δεν έχει ρίζες πραγματικές.

Η ίδια άσκηση θα μπορούσε να ζητηθεί ως εξής:
Για τις διάφορες τιμές του Rλ να διερευνήσετε το είδος και το πλήθος

των ριζών της εξίσωσης 4λ0,
4

3-λ-3)x-(λ-4)x(λ 2 

Λύση:
Την απάντηση στα παρακάτω ερωτήματα θα μας την δώσει το πρόσημο της διακρίνουσας Δ.

Έχουμε: )3)(λ4(λ)3(λΔ
4

3λ)4(λ4)3(λΔ 22 




Δ (λ 3)(λ 3 λ 4) Δ (λ 3)(2λ 1)         

Οι ρίζες της Δ είναι οι αριθμοί 3, και 
2
1

 .
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Ανισώσεις 2ου βαθμού

Κάνουμε τον πίνακα προσήμων:

Έτσι έχουμε:
α) Η εξίσωση έχει δύο ριζες πραγματικές και άνισες

1 1Δ 0 λ ( , ) (3, ). ΄ 4 ΄ : ( , 4) ( 4, ) (3, )
2 2

                   

β) Η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και ίσες 3λή
2
1λ0Δ 

γ) Η εξίσωση δεν έχει ρίζες πραγματικές 1Δ 0 λ ( , 3 )
2

    
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 Ανισώσεις 2ου βαθμού

Ερωτήσεις κατανόησης - Ασκήσεις για λύση

22. Να βρείτε το πρόσημο των παρακάτω πολυωνύμων:
α) 24x  β) 53x  γ) 23xx2 

δ) 
9
1x

3
44x2  ε) 12x3x2 

23. Να λυθούν οι ανισώσεις:
α) 032xx2  β) 01013x3x2  γ) 032xx2 
δ) 0411x6x2  ε) 01x3x2 

24. Να λυθούν οι ανισώσεις:
α) 04)14)(x9x(x2  β) 01)1)(2x1)(3x2x(x 22 
γ) 07)1)(3x7)(x5x(2x 222 

25. Για ποιες τιμές του Rκ  η εξίσωση 03κ-3)x-2(κ-1)x(κ 2 
α) έχει μόνο μία ρίζα
β) έχει μία ρίζα διπλή
γ) έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες
δ) δεν έχει ρίζες πραγματικές
ε) έχει δύο ρίζες πραγματικές

26. Για ποιες τιμές του μ R το τριώνυμο    2μ 2 x 2 2μ 3 x 2μ 18    

α) είναι θετικό για κάθε Rx
β) είναι αρνητικό για κάθε Rx
γ) διατηρεί σταθερό πρόσημο για κάθε Rx
δ) έχει ρίζες ετερόσημες

27. Να δείξετε ότι η εξίσωση 1-7)-λ(10x2x2   = 0 έχει ρίζες πραγματικές και
άνισες για κάθε Rλ .

28. Για ποιες τιμές του Rλ  το τριώνυμο:    2λ 2 x λ 1 x 2λ     έχει ρίζες
πραγματικές;

29. Για ποιες τιμές του μ R το τριώνυμο   23μ 2 x 6μx 6μ 3     έχει δύο ρίζες
θετικές.

30. Για ποιες τιμές του Rλ  οι παρακάτω ανισώσεις αληθεύουν για κάθε Rx
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Πρόσημο των τιμών της συνάρτησης f(x) = αx2 + βx + γ,  α   0Ανισώσεις 2ου βαθμού

α)     015λx1-2λ2x1λ 2  β)     01λ2x1λ4λx2 

31. Αν α, β, γ είναι πλευρές τριγώνου δείξτε ότι 0β)xγ-β(αxα 222222   για
κάθε Rx .

32. Ν’απλοποιηθεί η παράσταση:

)12α7αx(x9)12x(4x3)(x12)x(x
)6α-αx(x12)2x(2x9)(4x9)6x(xA 2222

22222






33. Ν’απλοποιηθεί η παράσταση:
3 2 2

2 3

x + 2αx + α xA =
αx - α

34. Ν’απλοποιηθεί η παράσταση:
 

)βα2αx)(x3ααx(2x
βα)(x)α)(xα(xA 22222

222222






35. Ν’απλοποιηθεί η παράσταση:
2)x(x1)(x
x)(x4)-3x(xA 23

2222






36. Ν’απλοποιηθεί η παράσταση: 222

224

2)x2)(xx(x
4)5x(xA





37. Για ποιες τιμές του λ το τριώνυμο 1λ-λ
3
11)x-(2λ3x 22  :

α) Παραγοντοποιείται σε γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων.
β) Είναι τέλειο τετράγωνο. Ποιο είναι αυτό;
γ) Δεν παραγοντοποιείται.
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