
1. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο

ζπλάξηεζεο f. Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα:
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2. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο

ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,g.Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα:
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3. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο

f.

A. Να ππνινγίζεηε ηα παξαθάηω όξηα:
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B. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε      3g x f x f x , x 1   . 

      α) Να δείμεηε όηη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

      β) Να βξείηε γηα x 1   ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο 

   3f x f x 1821  . 

Γ. Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε  xf x 3x 1   έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα κεγαιύηεξε από ην 1.
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4. Σην παξαθάηω ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε

κηαο ζπλάξηεζεο f.

α) Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε      3g x f x f x 

  παξνπζηάδεη κέγηζην, ην νπνίν θαη λα βξείηε. Σηε  

      ζπλέρεηα λα βξείηε ηα α,β,γ  γηα ηα νπνία ηζρύεη όηη 

     f α f β f γ 6   . 

β) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 
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γ) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε    g x f x 8x   έρεη αθξηβώο κία ζεηηθή ξίδα.

δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζωζε        3 4 3 2 2 4f x f x f x f x   . 

5. Δίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f,g  ηωλ νπνίωλ νη γξαθηθέο

παξαζηάζεηο δίλνληαη ζην δηπιαλό ζρήκα. Επίζεο

     δίλεηαη  ε ζπλάξηεζε θ κε ηύπν 
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A.α) Να βξείηε ηα πεδία νξηζκνύ ηωλ ζπλαξηήζεωλ f,g.

β) Να βξείηε ηα    
x x 0
lim θ x , lim θ x

 
ζπλαξηήζεη ηωλ α θαη β. 

γ) Να βξείηε ην  θ 0 .

 Αλ  
x 0

α limf x


 θαη ε ζπλάξηεζε θ είλαη ζπλερήο ,λα βξείηε :

B.α)  ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β.

β) ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο γ, δ αλ ππάξρεη ην  
x 0
limh x


,ην νπνίν θαη λα βξείηε.

 γ) ηνλ ηύπν ηεο θ.  

δ) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ θ θαη  α x x 2π   ηέκλνληαη ζ’

 έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν κε ηεηκεκέλε αξλεηηθή θαη κεγαιύηεξε ηνπ 2π  . Δ Α
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6. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  θαη ε ζπλάξηεζε

    2g x f x x 6    ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη

ζην δηπιαλό ζρήκα.

α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα.

   β) Να δείμεηε όηη ε fC  δέρεηαη νξηδόληηα εθαπηνκέλε ζην 0x 0 . 

γ)  Να δείμεηε όηη ππάξρνπλ  1 2μ ,μ 2,2  ηέηνηα, ώζηε 

   1 2f μ f μ 0   . 

   δ)  Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 
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ε) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε     4 3 2g x x 3 f x x 6x 10x      έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  3,4 . 

7. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ε ζπλάξηεζε

   xg x e f x ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην δηπιαλό

ζρήκα. 

  α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

β) Να δείμεηε όηη  
x
lim f x 0


 .

γ) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x α, α  .

δ) Αλ ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  , λα

δείμεηε όηη      2g 5 g 4 g 6   .

    ε) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:  
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ζη) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο gC  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1 

κνλάδα ην δεπηεξόιεπην. Αλ   3f 3 e   λα βξείηε ηελ ηαρύηεηα απνκάθξπλζήο ηνπ

από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  A 3,4 .

8. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f  παξαγωγίζηκε ζην  θαη ε ζπλάξηεζε

   g x f x x 1    ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην

δηπιαλό ζρήκα.

 α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

β) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x 2018 .

  γ) Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 0x 0 . 

  δ) Να δείμεηε όηη ε f   είλαη ζπλερήο ζην 0x 0 . 

  ε) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:   

 i.  
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e f x e f x 1
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2x
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x
lim f x f x f x
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  ζη) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο fC θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1 κνλάδα ην

 δεπηεξόιεπην. Να βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο απόζηαζήο ηνπ από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, ηε 

ρξνληθή  ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν   A 0,f 0 .
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9. Δίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ζπλάξηεζε

g:  0,   κε  
  xf x e

g x
x


 θαη  g 1 2e  , ηεο νπνίαο ε 

γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα. 

  α) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα: 

 i. 
 x 0

1
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 ii. 
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x 1

g x
lim
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 iii. 
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lim
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β) Αθνύ δείμεηε όηη   f 1 e , λα ππνινγίζεηε ηα όξηα:

i.  
x
lim f x


              ii.  
x 0
limf x




γ) Αλ 0 α β   λα δείμεηε όηη     α ββf α αf β βe αe   . 

δ) Να δείμεηε ππάξρεη  μ 1,   ηέηνην, ώζηε  f μ 9  .

10. Έζηω δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :  .

Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ

ηεο f ζην δηάζηεκα  1,5 .

  α)i. Να πξνζδηνξίζεηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη 

  γλεζίωο αύμνπζα, γλεζίωο θζίλνπζα θαη λα βξείηε ηηο 

 ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάηωλ ηεο. 

ii. Να πξνζδηνξίζεηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε f είλαη

θπξηή, θνίιε θαη ηηο ζέζεηο ηωλ ζεκείωλ θακπήο ηεο.

   β) Έζηω όηη ε f, είλαη πνιπώλπκν ηεηάξηνπ βαζκνύ. 

i. Να βξείηε ηελ f   θαη λα ζρεδηάζεηε ηελ ππόινηπε

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε.

ii. Να βξείηε ηελ f, αλ επηπιένλ γλωξίδεηε όηη  f 0 1 .

iii. Να θάλεηε κηα πξόρεηξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f.

11. Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε   f : 2,3   δύν θνξέο

παξαγωγίζηκε κε ζπλερή πξώηε παξάγωγν.

Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f   ε νπνία θαίλεηαη

ζην δηπιαλό ζρήκα λα απαληήζεηε ηα επόκελα εξωηήκαηα

αλ ηζρύνπλ

●  f 2 2   ,  
3 7

f 1 0,f
2 2

 
   

 

   ● 1 2Ε 6,Ε 1  θαη 3Ε 2 .  

α)  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ηεο f. 

β) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη ηα  

     ζεκεία θακπήο. 

γ) Να θάλεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

δ) i. Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

ii. Nα ιύζεηε ηελ εμίζωζε  f x α  
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1

Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση f(x) = x
lnx

.
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H γραφική παράσταση της f είναι η παρακάτω:

0

x

x=1

1

e2eΔ Α
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2

Να μελετηθεί η συνάρτηση f(x) = x3 + 2x2 - 4 και με τη βοήθεια της γραφικής της
παράστασης να βρεθεί πότε η εξίσωση x3 + 2x2 - 4 = μ έχει όλες τις πραγματικές
της ρίζες.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3

Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση f(x) =
2x 2x 5

x 1
 


.

y = μ

y

χ

-4

0

76
27


92
27


4
3


2
3


H γραφική παράσταση της f είναι η παρακάτω:
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H γραφική παράσταση της f είναι η παρακάτω:

y=x-1

x=1

-4

4

3-1

10

x

y
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Να μελετηθούν και να παρασταθούν γραφικά οι παρακάτω συναρτήσεις
α) f(x) = x3 -3x2 + 4 β) f(x) = x4 - 8x2

2. Ομοίως οι συναρτήσεις:

α) f(x) = x 1
x 1



β) f(x) = x 2
x 1



.

3. Ομοίως οι συναρτήσεις:

α) f(x) = x + 4
x

β) f(x) = x - 1
x

γ) f(x) = x + 9
x

.

4. Ομοίως οι συναρτήσεις:

α) f(x) =
2x x 2
x 1
 


β) f(x) =
2x x 2
x 1
 


.

5. Ομοίως οι συναρτήσεις:

α) f(x) = lnx
x

β) f(x) =
xe

x

γ) f(x) = x
x
e

δ) f(x) = 2
lnx
x

ε) f(x) = lnx - x + 1 στ) f(x) = xex

ζ) f(x) = 1 xlnx
x
 η) f(x) = (x + 1).(lnx + 1)

θ) f(x) = x2 - 2lnx ι) f(x) = ln(ημx), x (0, π) .

6. Ομοίως οι συναρτήσεις:
a) f(x) = ημx - συνx, x[0, π] β) f(x) = σφx, x(0, π)

γ) f(x) = εφx, x π π,
2 2

   
 

δ) f(x) = x + συνx, x[-π, π]

ε) f(x) = ημ3x - 3ημx , x[Ο, π] στ) f(x) = 2x + ημx, x[0, 2π]

7. Να βρεθούν τα α, β, γ  , ώστε η συνάρτηση f(x) = x3 + αx2 + βx + γ να
παρουσιάζει ακρότατο στο xo = 2 και το Α(1, -1) να είναι σημείο καμπής της Cf.
Στη συνέχεια να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η f.
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8. Να βρεθούν τα α, β  , ώστε η συνάρτηση f(x) =
2x ax β

x 1
 


, να παρουσιάζει

ακρότατο στο xο = 1 και η Cf να διέρχεται απ' το σημείο Α(-1, 5
2
 ) .

Στη συνέχεια να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η f.

9. Για τις διάφορες τιμές του λ   να βρεθεί το πλήθος των πραγματικών ριζών
της εξίσωσης x3 + (1 - λ)x2 - x + 1 = 0.

10. Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
2 2x a lnx ln a, a 0
2ax


   .

α) Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία.
β) Να λυθεί η εξίσωση x2 - a2 = 2ax(lnx - lna).
γ) Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της Cf.
δ) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f.
ε) Να μελετηθεί η f ως προς τα κοίλα και να βρεθούν τα σημεία καμπής της Cf.

στ) Αν 0 < α < β, να αποδειχθεί ότι
2 2a a βln

β 2αβ


 .
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